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Bu tezde, karanlik madde ve karanlik enerji etkilesimlerinin kaos analizi ile incelenmesi
amaclanmistir. Bu etkilesimler, etkilesen iki termodinamik sistemin kurallar1 dogrultusunda
ele alinmigtir. Karanlik madde ve karanlik enerji arasindaki karsilikli etkilesimleri ve
oz-etkilesimleri kapsayan onerilen bir termodinamik sistem modeli sunulmustur. Onerilen
bu etkilesim modeline gore, karanlik enerji ve karanlik madde etkilesimleri analiz
edilmistir. Etkilesim denklemlerinin faz uzaylar ¢izilmis, numerik olarak gecikme zamani
ve gobmme boyutu hesaplanmigstir. Ayrica, Lyapunov iistelleri hesaplanarak kaos analizi
gerceklestirilmisgtir.
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In this thesis, the interactions between dark matter and dark energy are examined through
chaos analysis. These interactions are considered within the framework of two interacting
thermodynamic systems. A proposed thermodynamic system model, which includes both
mutual interactions and self-interactions between dark matter and dark energy, is presented.
Based on this proposed interaction model, the interactions between dark energy and dark
matter are analyzed. The phase spaces of the interaction equations are plotted, and the delay
time and embedding dimension are numerically calculated. Additionally, the Lyapunov
exponents are computed, and a chaos analysis is performed.

June 2024, 71 pages.

Keywords: chaos, dark energy, dark matter, Lyapunov explonent

xi



1. GIRIS

Bu tez ¢alismasinda Aydiner tarafindan ileri siiriilen karanlik madde ve karanlik etklesimini

temsil eden yeni etkilesim semasi ve bu semaya ait etkilesim denklemleri incelenecektir.

Bilindigi gibi evren madde, karanlik madde ve karanlik enerji bilesenlerinden olusmaktadir.
Aydiner tarafindan iiretilen termodinamik olarak etkilesen iki sistemin karanlik enerji ve

karanlik madde olarak etkilesimi incelenecektir.

Tezin genel kisimlar konusu kapsaminda ilk olarak biiyiikk patlama teorisi ve c¢evrimsel
kozmoloji teorileri kisaca incelenecektir. Ardindan, karanlik madde ve karanlik enerji

etkilesim modelleri detayl olarak ele alinacaktir.

Aydiner’in sundugu etkilesim semasi modifiye edilerek 6zel sartlar altinda karanlik madde
ve karanlik enerji etkilesimi incelenecektir. Onerilen yeni denklem sistemi icin analitik
coziimler ve karalilik analizleri yapilacak, faz uzay1 grafikleri ¢izilecek ve Lyapunov iistelleri

elde edilerek denklem sistemi i¢in kaos analizi yapilacaktir.

Tezin organizasyonu sodyledir: Genel kisimlar boliimiinde Biiyiik-Patlama teorisi, ¢evrimsel
kozmoloji teorileri, karanlik madde ve karanlik enerji etkilesimleri ele alinacak ve
tanitilacaktir. Materyal ve Metod kisminda Ornek bir kaos analizi yapilacaktir. Ayrica
Aydiner’in 0nerdigi kaotik etkilesim modelinden bahsedecegiz. Bulgular kisminda ise yeni
onerilen modifiye etkilesim denklemleri i¢in faz uzayi analizleri yapilarak faz uzay: grafikleri
cizilecektir. Lyapunov iistelleri elde edilerek kaos analizi yapilacaktir. Tezin tartisma ve
sonu¢ kisminda ise elde edilen sonuclar ve bu sonuglarin kozmoloji ile iligkisi ve onemi

tartigilacaktir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. KOZMOLOJIYE GIRIS

2.1.1. Biiyiik Patlama ve Evrenin Baslangici

Giintimiizde Big Bang yani Biiyiik Patlama teorisi yaygin bir sekilde kabul gérmektedir. Bu
teori kozmolojinin standart teorisini olusturmaktadir. Biiyiik patlama teorisi 1920’1i yillarda
Rus kozmolog ve matematik¢i Alexander Friedmann ile Belcikal fizik¢i ve papaz Georges
Lemaitre tarafindan ortaya atilan bir teoridir. Biiyiik Patlama teorisinin asil aciklayici ve
temel matematigini ortaya koyan ise Albert Einstein’in Genel Gorelilik teorisidir. Biiyiik
Patlama Teorisi evrenin genislemesi, kozmik arka plan 1s1mimi1 ve ilkel niikleosentez gibi

onemli gozlemsel delillerle desteklenmektedir [1].

Biiyiik Patlama teorisi, evrenin genislemesi ve genisleyen evrendeki galaksilerin
birbirlerinden uzaklagsmasi temelinde ortaya cikmistir. Goriiniir dalga boylarinda bir
galaksiye baktigimizda ¢ogunlukla galaksideki yildizlardan bize ulasan 15181 goriiriiz. Bu
nedenle, bir galaksinin goriiniir dalga boylarinda spektrumunu ele aldigimizda, genellikle
yildizlarin daha serin iist atmosferlerinde olusan emilim c¢izgilerini goriiriiz. Belirli bir
emilim ¢izgisinin dalga boyunu, Diinya’daki bir laboratuvarda ol¢tiigiimiizde A, olarak
alalim. Aym emilim ¢izgisi uzak bir galaksi i¢in 6lgiildiigiinde dalga boyu A, genelde
ayn1 olmaz. Bu fark kirmiziya kayma parametresi z ile ifade edilir ve z = (Agor — Aem)/Aem
formiilityle hesaplanir [2]. z > 0 kirmiziya kayma olarak adlandirilir ve bu durumda
gozlenen 1s1k daha uzun dalga boylarina kayar. z < 0 durumu ise maviye kayma olarak
adlandirilir ve bu durumda 151k daha kisa dalga boylarina kayar. Bir diger deyisle kirmiziya
kayma durumu galaksinin uzaklastigini, maviye kayma durumuysa galaksinin yaklastigini
ifade etmektedir. 20. yiizyilin basina kadar galaksilerin genelde kirmiziya kaydigi yani
birbirlerinden uzaklastig1 gercegi bilinmiyordu. 1912 yilinda Lowell Gozlemevi’'nde Vesto
Slipher, M31’den yani Andromeda Galaksisinden gelen 1s181in dalga boyundaki kaymay1
Olctii. Bu galaksi nadir maviye kayma sergileyen galaksilerden biriydi [3]. 1927 yilinda
Belcikali kozmolog Georges Lemaitre ¢cogunlukla Slipher tarafindan dalga boyu kaymalari

Olciilen 42 galaksiyi incelemistir. Bu galaksilerin 37 tanesi kirmiziya kayarken, sadece 5



tanesi maviye kaymaktadir. 1929 yilinda Hubble yaptig1 gozlemler sonucunda daha uzak
galaksilerin daha fazla kirmiziya kaydig1 sonucuna ulagsti. Galaksilerin uzakli1 ve hizlari
arasindaki iligkiyi v = Hod formiiliiyle ifade etmistir. Buna Hubble yasas1 denir. Yapilan bu
gozlemler, evrenin durgun olmayip, genisleme egiliminde oldugunu ortaya koymustur [2].
Bu durum, evrenin ge¢miste tekil bir noktadan basladig1r ve zaman i¢inde Biiyiik Patlama

olaymin etkisiyle galaksilerin birbirinden uzaklastig1 teorisini desteklemistir [2].

Biiyiik Patlama teorisi, evrenin yaklasik olarak 13,7 milyar yil 6nce olaganiistii yogun ve
sicak tekil bir noktadan patlayarak olustugunu 6ne siirer. Bu bilyiik patlamanin sonucunda
olaganiistii miktarda enerji ortaya ¢ikmis ve bu enerjiyle birlikte evrenin ilk erken dénem
evresine gecis yapilmistir. Kozmik zamamn ilk 10~* ile 10732 saniyesi kadar olan siireci
icerir [2]. Ilk erken dénemin sonunda evrenimiz kuark—gluon plazmas: ile doluydu. Daha
sonra da erken donem yasanmistir. Bu donem yaklasik olarak 370.000 yil siirmiistiir [4].
Bu erken donem i¢inde Hidrojen atomlar1 olusur. Olusan yeni atomlar hizla en diisiik
enerji seviyelerine ulasarak fotonlar1 salarlar. Bu siire¢, bugiin hala algilanabilen kozmik
mikrodalga arka plan1 (CMB) olarak bilinen fotolarin ortaya ¢ikmasina neden olur. Bu, su

anda evrende gozlemledigimiz en eski dogrudan kanittir.

2.1.2. Einstein’in Genel Gorelilik Teorisi

Genel gorelilik teorisi 1915 yilinda Albert Einstein tarafindan gelistirilmistir. Genel gorelilik
teorisi, uzay-zamanin kiitle ve enerji tarafindan nasil egrildigini ve bu egrilmenin cisimlerin
hareketini ve kiitlecekimi nasil etkiledigini belirler. Einstein’in kendi adiyla anilan alan
denklemleriyle matematiksel olarak ifade edilir. Einstein alan denklemleri bu egriligi ve
uzay-zamanin geometrisini ifade eder. Bu denklemler, uzay-zaman egriligi ile kiitle-enerji
dagilimi arasindaki iligkiyi tamimlar. Kompakt bicimde Einstein alan denklemi asagidaki gibi

verilir:

8nG

Burada Gy, T,y sirasiyla Einstein ve enerji-momentum tensorleridir ve Gy,

1
Guv =Ruv— EguvR (2.2)



seklinde tamimlanir. Ry Ricci tensoril, R ise Ricci skaleri olarak adlandirilir. g,y ise metrik

tensordiir.

Einstein, Genel Gorelilik Teorisiyle klasik fizik anlayisini temelden sarsacak bir devrim
baglatmistir. Bu teori, uzay-zamanin ve kiitle-enerjinin birbirleriyle etkilestigini ifade eder.
Einstein’1n bu teorisi, 0zellikle Newton’un kiitle cekim yasasi ile baglayan klasik mekanikten
oldukca farkli bir bakis agist sunmustur. Newton’un kiitlecekim yasasinda iki Kkiitleli
cismi birbirlerini kiitlegcekimsel kuvvet ile ¢cekerken, genel gorelilik teorisinde kiitlecekimi

uzay-zamanin egriligiyle iligkili olarak tanimlanir.

Einstein alan denklemi belirli bir uzay-zaman noktasindaki enerji yogunlugunu o noktadaki
uzay-zaman egriligi ile iligkilendiren deterministik bir matematiksel ifade sunar [5].
Uzay-zaman egriligi terimi, genellikle genel gorelilik teorisinde kullanilan bir kavramdir ve
fiziksel sistemdeki kiitle ve enerjinin uzay-zamanin geometrisini nasil etkiledigini tanimlar.
Bu konsepti daha iyi anlamak i¢in basit bir metafor kullanabiliriz: Diiz bir kagit iizerine
cizilen diiz bir ¢izgiyi diisiinelim. Ancak bu kagidi burusturdugumuzda, cizgi burusuk bir
hale gelir ve uzaktan bakildiginda artik diiz gibi goriinmez. Ancak bu cizgiye yakindan
baktigimizda, burusukluga ragmen hala diiz bir ¢izgi oldugunu gorebiliriz. Genel gorelilik
teorisine gore, uzay-zaman da benzer bir sekilde davranir. Kiitle ve enerji, uzay-zamani eger
ve disaridan bakildiginda bu egrilik, dogrusal bir yoldan sapmis gibi goriiniir. Ancak jeodezik
kavrami, bu egriligin iceriden, yakindan bakildiginda aslinda dogrusal bir yolda seyrettigini

ifade eder [6].

Kozmolojik sabit A Einstein alan denklemlerine dahil edilirse, bu denklemler asagidaki gibi

verilir:

1 8nG
Ruv+§guvR+guvA = TT[JV (2.3)

IIk zamanlarda Einstein evrenin statik olduguna ve genislemedigine inaniyordu. Bu
nedenle statik evren ¢oziimii elde etmek icin kozmolojik sabiti denklemlerine eklemistir.
Ancak daha sonraki yillarda yapilan gozlemler, 6zellikle Hubble’in evrenin genigledigini
gozlemesi kozmolojik sabitin uzun bir siire gézden diismesine neden oldu. Hatta Einstein’in
kozmolojik sabit icin "en biiyiik hatam" dedigi soylenmektedir [2]. Fakat evrenin hizlanarak

geniglemesinin kesfedilmesiyle kozmolojik sabit yeniden dnem kazanmistir. Ciinkii evrenin



genislemesine neden oldufu diisiiniilen karanlik enerji i¢in en basit adaylardan birisi

kozmolojik sabittir [7]. Bu nedenle kozmolojik sabit hala dnemli bir rol oynamaktadir.

2.1.3. Homojen ve izotropik Evren: FLRW Metrigi

Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) metrigi, homojen ve izotropik bir evreni
tamimlayan bir uzay-zaman metrigidir. Bu metrik, evrenin genel yapisini ve genislemesini
anlamak icin kullanilir. FLRW metrigi, evrenin genisleme oramini, icerdigi maddenin
ve enerjinin etkilerini ve evrenin geometrisini belirler. Evrenin tamamina biiylik bir
Olcekte bakarsak evren homojen ve izotropiktir [8]. Evrenin homojen ve izotropik
olmasinin ne anlama geldigini aciklayalim. 100megaparsek (Mpc) mesafesinden daha
kiiciik bir olcekte baktifimizda Ornegin Samanyolu galaksisine bakarsak her bir yildiz
ve etrafindaki gezegenler esit ve es deger degildir yani evren kiiciik Olcekte homojen
degildir. Ancak 100M pc mesafesinden daha biiyiik bir dl¢ekte bakarsak evrende var olan
galaktik homojen yani esit bir sekilde dagilmis durumdadir. izotropik olmasi ise evrende
tercihli bir yoniin olmamasi1 olarak tanimlanir. Aym sekilde evreni kiiciik bir dl¢ekten yani
Samanyolu galaksisi lizerinden bakarsak evden izotropik degildir. Ancak 100M pc iizerindeki
mesafelerde evren iztropiktir. Ciinkii bu mesafelerde siiperkiimeler tipik olarak yaklagik
100M pc uzunlugundadirlar ve siiperkiimeler yaklasik 100M pc mesafesindeki bogluklarla
birbirlerinden ayrilirlar. Bunlar evrendeki en biiyiik yapilar1 olusturmaktadir. Arastirmalar
sonucu daha biiyiik yapilar gozlenmemistir [2]. Sonug olarak, evrenin homojen ve izotropik
ozelliklerinin biiyiikliik 6l¢egine bagli olarak degistigi gbzlemlenmektedir. Evrenin iztropik
oldugunun en 6nemli kanitlarindan biri olan, 1965 yilinda Penzias ve Wilson tarafindan
kesfedilen kozmik mikrodalga arka planinin (Cosmic Microwave Background, CMB)
oldugunu soylebiliriz [8]. CMB, evrenin her yerinde ve her yonde neredeyse ayni sicaklikta
(yaklagik 2.725 K) dl¢iilen bir radyasyon formudur. Bu radyasyonun izotropik yapisi, evrenin

biiytik olceklerde izotropik oldugunu gosterir.

FLRW metrigi asagidaki gibi verilir:

2

2 _ 2 2
ds® = —dt” +a(t) 2

+r*(d6* +sin” 0d¢?) | [2] (2.4)




Burada a(f), uzayin metridinin genel Olgedini belirler ve evrenin olgek ¢arpani
olarak tanimlanabilir. Bu metrik, kozmolojik ilkeye uyumlu bir evreni tanimlar
ve Robertson-Walker (RW) metrigi olarak adlandirilir.  Yukaridaki  metrikle
tanimlanan  evren, Friedmann-Robertson-Walker (FRW) Evreni veya bazen
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) Evreni olarak bilinir. Burada k& = 0
oldugunda, madde smirsiz genisleme i¢in gerekli minimum kinetik enerjiye sahiptir. Madde
o zaman fazla kinetik enerjiye sahip oldugundan, k < O durumunda da sinirsiz genisleme
meydana gelir. Ancak k > 0 oldugunda genisleme sinirli siirelidir. Bu durumlar uygun bir

sekilde parabolik, hiperbolik ve eliptik olarak tanimlanir [9].

2.1.4. Friedmann Denklemleri

Friedmann denklemleri evrenin genislemesini ve genisleme dinamiklerini tanimlayan temel
denklemlerdir. Bu denklemler genellikle Einstein’in genel goreliligi cercevesinde formiile
edilir ve Friedmann-Robertson-Walker (FRW) metrigi kullanilarak analiz edilir. FLRW
metriginde 6lgek faktorii a(t) ve k belirlenmemistir. Friedmann denklemlerini ¢6zerek dlgek
carpant ve k sabitini elde edebiliriz. Temel kozmolojik modelde evreni mitkemmel akigkan
oldugunu varsayarak ¢oziimler yapilir. Miikkemmel akigkan i¢in enerji-momentum tensorii

asagidaki gibi verilir:

utuY

T = (p +P) +PghY (2.5)

c2

Burada p toplam enerji yogunlugunu ve P ise toplam basinct temsil eder. ut ise
dort-hiz vektoriinii gostermektedir. FRW metriginin koordinat sisteminde evren homojen ve
izotropiktir. Akigkanin durgun oldugu refernas sistemine karsilik gelir. Yani u* = (1,0,0,0)
seklinde alinir. Denklem ¢oziimlerini yapabilmek icin FRW metrigini denklem (2.4) Einstein
alan denklemlerinde miikemmel akigkan i¢in enerji-momentum tensoriiyle denklem (2.5)
birlikte kullanmaliy1z. Eintein denklemlerinin #¢ tensorii birinci Friedmann denklemini verir:

&G k

H? — _n 2.6
3 P~ (2.6)

Burada Hubble parametresi H = g seklinde verilir. Ikinci Friedmann denklemini elde etmek

icin Einstein alan denklemlerinin diger bilesenleri olan rr, 60 ve ¢¢ kullanilir. ikinci



Friedmann denklemi asagidaki gibi verilir:

a AnGy

—=——F 3P 2.7

a 3¢2 (p+3P) 7
Enerji-momentum tensoriiniin kovaryant korunumunu yani V, T#Y = 0 ifadesini kullanirsak,

suireklilik denklemini elde ederiz:

p=—3H(p+P) (2.8)

Denklemler (2.6), (2.7) ve (2.8) birbirlerinden bagimsiz degildir. Elde edilen denklemlerden
sadece iki tanesi birbirlerinden bagimsizdir. Bu denklemleri kullanarak iigiincii denklemi
elde edebiliriz. Tlk olarak birinci Friedmann denkleminin zamana gore tiirevini alalim:
i a> 4Gy ke®
H-—-H—=p——4+H— 29
a 2 P33z g 29)
Yukaridaki ifadede Z—i yerine denklem (2.6) ifadesinde verilen birinci Friedmann denklemini
yazabiliriz. Ayrica p yerine de (2.8) denklemini kullanabiliriz. Bu durumda yukaridaki ifade
asagidaki gibi verilir:
i 871Gy ke*  4nGy ke?
H-—-H———p+H— =———|-3H P|+H— 2.10
Yukaridaki denklemde gerekli diizenlemeleri yaparsak ikinci Friedmann denklemini

tekrardan elde etmis oluruz.

Artik iki bagimsiz denklem ve ii¢ bilinmeyenimiz (a, p,P) var. Bu ti¢ bilinmeyeni bulmak
icin iiclincii bir denkleme ihtiyacimiz var. Bu denklem evrendeki akigkanin hal denklemidir.

En basit formda asagidaki gibi tamimlanir
P=wp (2.11)

Bu denklem evrendeki enerji yogunlu ve akigkan basinci arasindaki iligkiyi tanimlar. @
hal denkleminin degiskenidir ve akiskanin tiiriine bagh olarak farkli degerler alir. Ornegin,
madde, radyasyon ve karanlik enerji gibi farkli bilesenler farkli hal denklemi degiskenlerine

sahiptir ve bu parametreler bilesenlerin farkli termodinamik davraniglarini yansitir. Madde



baskin (toz) donem i¢in @ = 0, radyasyon baskin dénem i¢in @ = 1/3 ve kozmolojik
sabit baskin (bosluk enerjisi) donem i¢in @ = —1 alinir. @ = 0 durumunda yani akigkanin
soguk karanlik madde veya baryonik maddeye denk geldigi durumda gorelilik etkileri
ithmal edilebilir diizeydedir. Dolayisiyla basing P ~ 0 almir. Diger yandan radyasyon
durumunda rolativistik etkiler soz konusudur. Fotonlar sahip olduklart momentum nedeniyle
bir basing iiretirler. Bu durumda P = p /3 alinir. Diger 6nemli nokta ise akiskanin @ < —1/3
durumudur. Bu durumda 2.7 denkleminden goriilece8i gibi éd > 0 olacagindan pozitif bir
ivmelenme s6z konusudur. @ < —1/3 durumunda basing negatiftir ve bu bilesene sahip
akigkan karanlik enerji olarak adalandirilir [2]. En basit formda karanlik enerji adayr @ = —1

icin kozmolojik sabittir.

2.2. KARANLIK MADDE VE KARANLIK ENERJi

Karanlik madde, evrenin biiyiik bir kismini olusturan ancak elektromanyetik 1sikla etkilesime
girmeyen veya 15181 yansitmayan bir tiir maddedir. Bu nedenle, dogrudan gozlemlenmesi
zor veya imkansizdir. Ancak, karanlik maddenin varligi, gézlemlenen bazi fenomenlerin

aciklanmasi i¢in zorunludur.

Fritz Zwicky’nin 1933’teki caligmalari, galaksilerin hareketlerinden yola cikarak galaksi
kiimelerinin toplam kiitlesini hesaplamig ve bu kiitlenin, goriiniir maddenin kiitlesinden ¢ok
daha fazla oldugunu ortaya koymustur [10]. Bu biiyiik fark, normal baryonik maddenin yani
sira var olan bagka bir tiir maddenin varligini1 gerektirmistir. Giiniimiizde, karanlik maddenin
varlig1, kozmolojik gézlemler ve teorik modellemelerle giiclii bir sekilde desteklenmektedir.
Biiyiik patlama niikleosentezi (Big Bang Nucleosynthesis, BBN) ve kozmik mikrodalga arka
planin incelenmesi gibi gozlemler, evrendeki normal baryonik maddenin sadece kiiciik bir
kisminin toplam kiitleye katkida bulundugunu gostermektedir. Geri kalan biiyiik kismin,

karanlik maddenin olusturdugu non-relativistik madde oldugu diisiiniilmektedir.

Tiim bu gozlemler ve teorik hesaplamalar, evrendeki goriiniir maddenin yani sira karanlik
maddenin de var oldugunu ve evrenin biiyiik bir kismini olusturdugunu gostermektedir.
Ancak, karanlik maddenin dogasi1 hala tam olarak anlagilamamistir, bu da aktif bir arastirma

alan1 olarak kalmasini saglamaktadir.

Uzak galaksiler arasindaki uzaklagma hizindaki degiskenlik, karanlik enerjinin varligini



aciklamak icin One siiriilmistiir [11]. Galaksilerin birbirinden uzaklasma hizi, genellikle
Hubble’in Yasas1 kullanilarak belirlenir. Bu yasa, uzakta olan bir nesnenin uzaklagsma
hizinin, onun uzaklig: ile orantili olmas1 gerektigini belirtir.Uzak bir galaksinin uzaklagma
hiz1 genellikle galaksiden c¢ikan 1s1gin kirmiziya kaymasindan hesaplanir [12]. Uzak
galaksilerin gozlemleri, belirli bir uzaklik icin uzaklagma hizinin Hubble’in yasasina gore
beklenenden daha az oldufunu ortaya koymustur. Bu 6lciim, kesin bir uzaklik tahmini

saglamak i¢in uzak siipernovalarin parlakligini kullanarak gerceklestirilmistir [13].

Yildizlar vs Gaz Bulutlarn
%0,4 %3,6

Karanlik Madde
%22

I Karanlik Enerii
[ Karanlik Madde
[ Gaz Bulutlari
[ lYudizlar vs

Karanlik Enerji
%74.0

Sekil 2.1: Evreni olusturan bilesenlerin oran grafigi.

2.3. EVRENIN EVRIMI

Evrenimiz yaklasik olarak 13,8 milyar yasindadir. Kozmik baglangictan bu yana cesitli
evrimsel asamalardan gecerek giinlimiize geldigi diisiiniilmektedir. Bu asamalar farkli
donemler olarak isimlendirilir. Erken enflasyon, radyasyon baskin donem, madde-karanlik
madde baskin donem, gec enflasyon donemi ile baglayan karanlik enerji baskin dénem

seklindedir.

Evrende bulunan madde cesitlerinin ve miktarlarinin ayrintili  bilgisini edindikten

sonra, evrenin donemlerini zamana bagli modellemek i¢in Friedmann denklemlerinden
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yararlanabiliriz. Kozmolojik zamanda evrenin donemlerini yorumlamak icin (2.8)
denklemimize (2.11) denklemini yazalim:

p a

T —_32p(1 2.12
p ; p(l+w) (2.12)
Bu denklemden yararlanilarak enerji yogunlugu ile evrenin zaman gegisleri hakkinda bir

yaklagik esitlik kurabiliriz.

p ~q 1Hw) (2.13)

2.3.1. Einstein Evreni

Einstein evreninin ne oldugunu anlayabilmek icin Friedmann denklemlerinden
yararlanacagiz. Friedmann denklemleri, evrenin genislemesi hakkinda bilgi veren
kozmolojik denklemlerdir. Bu denklemler, uzay-zamanin genislemesini, icindeki madde
ve enerjinin dagilimimi ve evrenin geometrisini agiklar. Friedmann denklemleri, belirli
bir yogunluk dagilimina sahip bir evrenin dinamigini modellemek icin kullanilir. Bu
hesaplamalar1 yaparken P = 0 alacagiz. Einstein evreninde basin¢ terimi (P) sifir alinir,
clinkii bu modelde madde, "toz" olarak tanimlanir. Toz, idealize edilmis bir durumda,
maddenin parcaciklarinin hizlarinin sifir oldugu anlamina gelir, yalnizca kiitleleri ve
yercekimsel etkileri vardir. Bu durumda, pargaciklar arasindaki herhangi bir termal hareket
yoktur ve dolayisiyla basing da sifirdir [14]. Einstein evreninde evrenin genislemesi gibi
bir durum olmadigi i¢in é = 0, @ = 0 alinir. Kozmolojik sabit terimini hesaba katarsak

Friedmann denklemlerinden

Ac? B
47'L'GN N

p (2.14)

elde edilir. Bu buldugumuz p degerini (2.6) denklemindeki yerine yazalim:

U (2.15)

Einstein evreninde k = 1 i¢in sadece 0l¢ek faktorii tanimlanabilir.

p— —_— 2.1
a Ac 2.16)
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Einstein evreni karasizdir. Kiigiik bir pertiirbasyon ¢okmesine ya da genislemesine sebep
olabilir. Kozmolojik sabit varliginda statik bir evren bu model i¢inde tanimlanabilir.

Hubble’1n evrenin genisledigini kesfinin ardindan bu model gézden diismiistiir [15].

2.3.2. Radyasyon Baskin Donem

Evrenin evrim zaman c¢izgisine gore, erken donem sigsmesinden sonra, Evren sirasiyla
radyasyon ve madde baskin donemlerinden gecer [16]. Bu donem yani radyasyon baskin
donem, evrenin sicak ve yogun oldugu icin, radyasyonun diger enerji bilesenlerine gére daha

baskin oldugu bir zamandir.

Radyasyon baskin donemde evrenin genislemesi, radyasyonun i¢inde bulundugu yogun
ortam nedeniyle onemli Olciide etkilenir [17]. Evren genisledik¢e, radyasyonun yogunlugu
azalir ve madde baskin hale gelir. Bu donem, kozmik mikrodalga arka plan 1s1masi gibi

gozlemlenebilir fenomenlere yol acar.

Radyason baskin evrende p = p/3 ve w = 1/3 alinir. Radyasyon baskin evrende, genellikle
radyasyonun basinci, yogunlugunun iicte biri ile iliskilendirilir ¢iinkii radyasyonun basinci,

yogunlugun iicte biri kadar etkilidir [18].

o 876 at
3 pa2
., 871G
azngzﬁ—k 2.17)

Ayrica B = pa* aliyoruz. Evrenin olcek faktoriinii bulabilmek igin evrenin baslangic

zamanani yani t = 0 da 6lgek faktor a = O olur. Bu durumda

327G 12
- a:[ zﬁt—kﬁ] (2.18)

elde edilir. Evrenin geometrik sekline gore k =0, k = 1, k = —1 grafikleri ¢izelim:

2.3.3. Madde Baskin Donem

Einstein evreninde oldugu gibi yine maddeyi toz halinde diisiinerek islem yapacagiz yani

p = 0ve w =0 alacagiz. Friedmann denklemini (2.6) kullanarak revize edelim.
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Farkli Evren Modellerinde Olcek Faktori

N
(&)
T

— N
()] o

Olcek Faktéril (a)
>

10

Zaman (1)

Sekil 2.2: Radyasyon baskin donemin acik, kapali ve diiz evren modellerinin grafigi

3
2= 8nGpa
3 a
. STGA
azz_%_g_k (2.19)

Burada sunu elde ediyoruz.

ap=A (2.20)

Yeni degiskeni 1) tanitalim ve ¢ ile iligkilendirelim. Yeni zaman degiskeni 717°ya konformal

zaman denir. 1 acisindan, Denklem (2.19) su sekilde yeniden yazilabilir:

dn _ 1 (2.21)
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Konformal zaman, evrenin genislemesini gozlemlemek icin daha uygun bir zaman
degiskenidir c¢iinkii evrenin erken evrelerindeki yogunluk ve sicaklik degisikliklerini daha
1yi ele alir. Standart zaman degiskenlerine kiyasla, konformal zamanin kullanilmasi, bazi

matematiksel denklemleri daha basitlestirir ve analitik ¢oziimleri kolaylastirir.

Baglangi¢ kosulunu a = 0 alirsak = 0 zaman kosulyla. Denklemi integre edersek k=1 yani

kapal1 evren, k = 0 diiz evren, k = —1 acik evren modellerinin ¢éziimlerini yapmis oluruz.

Tablo 2.1: Evren modelleri i¢in 6l¢ek faktorii ve zaman

Model Olcek Faktorii (1)  Zaman (7)
Kapali (k=1) a= (1 —cosn) t= "4 (n—sinn)
Agik (k= —1) a:‘”r%(coshn—l) tz“’%ﬂ(sinhn—n)

Diiz (k = 0) a=2ZAp? t = ZAp3

Bu degerlerden yararlanarak olgek faktorii ve zaman ekseni alinarak grafigi cizersek;

Fa6rkI| k degerleri icin Olcek Faktorii Zaman Grafigi

k=1
k

ST k=-1 |
O |
2
He)
<3t .
©
L
x //
(0
o2t -
‘O

1< .

O 1 1 1 1 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Zaman (1)

Sekil 2.3: Madde baskin donemin agik, kapali ve diiz evren modellerinin grafigi

2.3.4. Karanlk Enerji Baskin Evren

Vakumun hakim oldufu evren kavrami, evrenin toplam dinamiklerini ve bilesenlerini

anlamak i¢in kullanilan bir ifadedir.Evrenin genislemesine ve topyekun gelismesine katkida
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bulunan enerji bilesenlerini ifade etmek i¢in kullanilir. Vakum hakim evren, evrenin
genislemesini hizlandiran ve evrenin biiyiik 6lcekli yapisini etkileyen bir enerji bileseni olan
karanlik enerji tarafindan domine edildigi bir evren modelidir [19]. Karanlik enerji, evrenin
genislemesini hizlandiran ve evrenin yogunlugunu olusturan gizemli bir enerji bilesenidir.

Vakumun hakim oldugu bir evren, bu karanlik enerjinin varlig1 ve etkisiyle belirlenir [19].

Maddenin olmadig1 bir ortamdan bahsettifimiz i¢cin p = p = 0 aliyoruz. Vakum
hakimiyetinden bahsettigimizde karanlik enerjiden bahsettigimiz i¢in Genel Gorelilikte olan
kozmolojik sabiti A degerini sifir olarak almiyoruz. Kozmolojik sabiti 0’den biiyiik ve 0’den

kiiciik olarak ayr1 ayr1 hesaplayip 6lgek faktoriinii hesapliyoruz.

Friedmann denklemini kullanarak A > 0 i¢in iglem yaparsak:

3 A
=1 — /- h — 2.22
k a=\/ - cos < 5 t) (2.22)

k=0 a=agqexp ( ét) (2.23)

3 A
k=—1 a= \/;sinh ( §t> (2.24)

Tiim evrenler sonsuza kadar genisler. k = 1 ve k = 0 i¢in 0lgek faktorii hicbir zaman yok

olmaz, bu nedenle Biiyiik Patlama yoktur.

2.4. BUYUK PATLAMA TEORISININ KOMPLIKASYONLARI

24.1. Tekillik

Biiylik patlama teorisi, evrenin baslangict ve genislemesi hakkinda temel bir aciklama
saglar. Ancak bu teori evrenin baglangicina dair kesin bir aciklama getirmemekte ve
tekillik denilen bir noktada matematiksel olarak anlamsiz hale gelmektedir. Bilim insanlari
tekillik kavramini aciklamak ilizere calisma yapmaktadir. Bu tiir bir tekil nokta, mevcut
fizik yasalarinin uygulanabilirligini zor bir duruma sokar ve bir maddenin sonsuz enerji

yogunluguna sahip olmas1 doga yasalariyla bagdagsmamaktadir [20]. Ayrica, boyle bir tekil
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nokta, bir madde olarak goézlemlenmemistir, sadece genel gorelilik teorisinin matematiksel
bir sonucu olarak kabul edilir, bu da teorinin bir kusuru veya sinir1 olarak degerlendirilir
[21]. Bu tekil noktanin ¢6ziimiiniin kuantum mekaniginde oldugunu varsayariz. Ancak,
kuantum mekanigi ve kiitlecekimi entegrasyonu olan kuantum kiitlecekimi teorisi heniiz

tamamlanmadig1 i¢in kesin bir agiklama mevcut degildir [20].

2.4.2. Erken Donem Enflasyon

1920’lerde Edwin Hubble’in gozlemleri, galaksilerin uzaklasma hizlarinin bizden
uzaklagmalariyla orantili olarak arttigini gostererek, evrenin genisledigini ortaya koymustur
[22]. Ayrica, 1965 yilinda Penzias ve Wilson, gokyiiziindeki her bolgede yaklasik 2.73
K (Kelvin) sicaklikta bir mikrodalga arka plan 1s1m1 tespit etmislerdir [23]. Bu 1s1ma,
evrenin sicak ve yogun erken doneminden kalma ilkel bir 1sinimdir ve spektrumu, bilim
insanlariin ongoriileriyle uyumlu bir sekilde Sl¢giilmiistiir. Bu gozlemler, Biiyiik Patlama

teorisini destekleyen en 6nemli kanitlardir.

Ancak, Biiyiik Patlama teorisinin geleneksel bi¢cimi bazi kisitlamalara siirlandirmalara
sahiptir. Model, gozlemsel olarak aciklanamayan bazi fenomenlerin yani sira, ilkel
patlamanin altinda yatan fiziksel siirecler hakkinda detayli bilgi sunmaz. Ancak Alan
Guth’un gelistirdigi enflasyon modeli bu eksiklikleri gidermektedir. Guth’un modeline gore
erken evrende bir "faz degisimi" vardi. Bu siire¢ anlik itici ¢ekime neden oldu ve evrenin
hizla genislemesine yol acti. Bu genislemenin ardindan evrenin siirekli genislemesi devam

etti.

2.4.3. Kozmik Tesadif

Kozmik tesadiif problemi, evrende gozlemlenen belirli kosullarin, yasamin ortaya ¢ikmasi
icin gerekli olan parametrelerin, tesadiifi bir uygunluk sekilinde ayarlanmig olmasi
durumunu ifade eder. Bu parametrelerin, evrende yasamin olugmasi i¢in kritik derecede
hassas olmasi ve bu hassasiyetin tesadiifi bir sekilde ortaya ¢ikmasinin olasili§inin son derece

diisiik olmasi, kozmik tesadiif problemini olusturur.

Ornegin evrende karmagik yapilarin ve yasamin ortaya ¢ikabilmesi icin evrenin genigleme
hizinin, karanlik enerji miktarinin ve madde miktarinin belirli deger araliklarinda olmasi

gerekir. Bu degerler evrende yasamin varligi icin yeterince ayarlanmig gibi goriiniiyor.
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Ancak bu degerlerin nasil bu kadar kesin bir sekilde belirlendigi ve bunlarin sans eseri
olup olmadigi, kozmik rastlantisallik probleminde soru isaretini giindeme getiriyor. Bu
sorun, yasamin varligina ve evrenin dogasina iligkin derinlemesine anlayisin en baglica

problemlerinden biridir.

2.4.4. Galaksilerin Ortaya Cikisi

Galaksilerin ortaya cikis problemi, Biiyiik Patlama teorisine gore evrenin genislemesi
ve evrimi igindeki bir zorluktur. Biiyilk Patlama teorisi, evrenin erken donemlerinde,
evrende gozlemlenen yapilarin ve fenomenlerin olusumunu agiklamak i¢in bir ¢ergeve sunar.
Ancak, bu teori galaksilerin nasil olustugunu tam olarak agiklamaz ve bazi dnemli sorulari

yanitlamaz.

Ornegin Big Bang teorisi galaksilerin olusumunun baslangic kosullarin1 agiklamiyor.
Galaksilerin olusumuna gelince, ilk yildizlarin ve galaksi alanlarinin nasil ve ne zaman
olustugu hala belirsizligini koruyor. Ayrica yildizlarin ve galaksilerin erken evrende nasil

birlesip evrimlestikleri konusunda da belirsizlikler var.

Ancak gozlemler ve teorik calismalar galaksilerin olusumunda yer alan bir¢cok siirecin
anlasilmasina yardimci olmustur. Galaksilerin olusumunun incelenmesi, evrenin karanlik
madde, karanlik enerji, kozmik 1ginlar ve manyetik alanlar gibi karmagik yapilariin
anlagilmasina yardimer olmustur. Ancak galaksilerin nasil olustugu ve evrimlestigine dair
tam bir anlayis heniiz saglanamadi. Bu nedenle galaksi olusumu sorunu kozmolojik

arastirmalarin 6nemli bir alanidir.

2.4.5. Gec¢ Donem Enflasyon

Ge¢ donem enflasyon dedigimiz maddenin baskin oldugu bir evren yapisindan karanlik
enerjinin baskin oldugu bir evren yapisina gecisi temsil eder. 1997 yilinda yapilan gézlemsel
calismalardan elde edilen sonuglar evrenin sabit hizla genislemedigi aksine ivmeli bir
genisleme hizina uygun bir dinamige sahip oldugunu ortaya koydu [13, 24]. Bu gozlem
madde baskin donem i¢in bilinen genisleme karakterine uymuyordu. Ciinkii Friedmann
¢oziimleri evrenimizin madde baskin dénemde a(z) ~ 12/3 seklinde genislemekte oldugunu
kesin bir bicimde ortaya koymustu. Fakat gézlemler evrenin ivmeli genislemekte oldugunu

destekler nitelilkteydi ve bu problem standart biiyiik patlama modeli ile agiklanamiyordu. Bu



17

donem ge¢ enflasyon donemi olarak bilinir. Fakat fiziksel kozmolojinin bu énemli problemi
2022 yilinda Aydiner ve arkadaslar tarafindan yapilan calisma ile ¢oziilebilecegi gosterildi
[16].

2.4.6. Evrenin Sonu

Evrenin gelecegi icin bilimsel bakis acisindan sunulan ana olasiliklardan biri "Biiyiik
Donma" teorisidir. Bu teori, evrenin siirekli genislemesiyle sonug¢lanarak nihayetinde mutlak
sifir sicakliga yaklagsmasi senaryosuna dayanir [25]. Bu hipoteze gore, karanlik enerji
olmadig1 durumlarda diiz veya hiperbolik bir geometride gerceklesebilir veya pozitif bir
kozmolojik sabit varsa kapali bir evrende olabilir. Bu senaryoda, yildizlarin genellikle 1 ila
100 trilyon y1l boyunca olustugu diisiiniiliir. Ancak sonunda, y1ldiz olusumu i¢in gerekli gaz
miktar1 azalacak ve mevcut yildizlar zamanla tiikenerek isiklarini sondiirecektir. Boylece
evren karanliga gomiilecektir. Ardindan evren, zamanla kaybolacak ve ayni zamanda
Hawking 1s1masini yayarak kaybolacak olan kara deliklerle dolacaktir. Poincaré tekrarlama
teoremi, termal dalgalanmalar ve dalgalanma teoremi gibi faktorler araciligiyla, entropinin
sonsuz bir sekilde azalmasi gozlemlenebilir. Bu durum, Biiyiik Donma senaryosuyla
iligkilendirilmis olan Is1 Oliimii kavramini igerir. Is1 Oliimii senaryosu, evrenin maksimum
entropiye ulastigi bir durumu tanimlar; bu durumda her seyin homojen bir sekilde dagildigi
ve herhangi bir gradyanin olmadig1 bir ortam s6z konusudur. Ancak, bu homojen durum,
yasam gibi bilgi isleme siireclerinin siirdiiriilmesi icin gerekli olan gradyanlarin varligim
gerektirir. Is1 Oliimii senaryosu, iic uzaysal modelde belirtilen temel prensiplerle uyumlu
olmakla birlikte, gerceklesmesi i¢in evrenin nihayetinde bu durumu saglamak i¢in gerekli

minimum sicakliga ulagsmasi1 gerekmektedir.

Biiyiik Yirtilma teorisi, Dartmouth College’dan Robert R. Caldwell tarafindan ortaya
atilmis olup Hubble sabitine dayanmaktadir. Hubble sabitine gore, evrenin ivme hizinin
yerel yapilari, ornegin galaksileri yok etmek icin yetersiz oldugu, ¢iinkii bu yapilarin
yercekimi ile bir arada tutuldugu belirlenmistir. Ancak, galaksiler arasindaki uzayin
artmasina yeterince biiyilk olduklart kabul edilir. Teoriye gore, Hubble sabitindeki
stirekli bir artis sonsuza dogru tiim formlarin ve nesnelerin evrende parcalanmasina yol
acacaktir [26]. Nesnelerin biiyiikliigiine bakilmaksizin, bunlar serbest temel parcaciklara
ve radyasyona, vb. doniisecektir. Nesneler arasinda yildizlar, galaksiler, atomlar ve alt

parcaciklar bulunmaktadir. Galaksilerin 6ncelikle parcalanacagi ve daha sonra sonsuz bir
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zamanda tim diger formlarin parcalanacagi ongoriilmektedir. Evren, enerji yogunlugunun,
Olcek faktoriiniin ve genisleme hizinin sonsuza yaklagmasiyla, etkili olarak bir tekillik olarak

sona €rer.

Bu evrenin sonunu agiklama, evrende bulunan karanlik enerjinin tiiriine bagli olarak 6zel
bir duruma sahiptir. Eger hayalet karanlik enerji varsa, yukarida tanimlananin daha ani bir
Biiyiik Yirtilma olmas1 muhtemeldir. Bu, hayalet karanlik enerjinin negatif kinetik enerjiye
sahip oldugu varsayildig1 i¢in daha yiiksek bir ivme oranina yol acgar. Evrende karanlik
enerjinin siirsiz bir sekilde artmasi durumunda, evreni bir arada tutan ana kuvvetleri
asabilir. Bu, evrenin bizim gordiigiimiiz gibi sonunda sifir boyutlara ve sonsuz derecede
uzakliklara ulasti31 bir durumdur. Ancak, Chandra X-151m1 Gozlemevi’'ni kullanarak galaksi
kiimesi hizlarin1 gozlemleyerek, bilim insanlari, Biiyiik Yirtilmanin meydana gelmesi i¢in su
anda gecen zamanin yaklasik olarak -0.991 oldugunu 6ne siirmiislerdir, bu nedenle Biiyiik

Yirtilmanin olasiliginin diisiik oldugunu belirtmiglerdir.

Biiyiik Cokiis evren hipotezi, evrenin son durumunu simetrik olarak goriir. Evrenin
geniglemesi sonunda tersine doner ve evren coker, sonunda kozmik Olcek faktorii
sifir olur ve bunun sonucunda evrenin yeniden sekillenmesi, baska bir Biiyiik
Patlama’nin tetiklenmesine neden olabilir. Temel varsayimi, evrenin ortalama yogunlugunun
genislemesini durdurabilecegi ve evrenin daralmaya baslayacagidir. Bu durumun sonuglari
bilinmemektedir, ancak teori, evrendeki tiim madde ve zaman-mekanin boyutsuz bir tekillik
haline gelece8ini tahmin etmektedir [27]. Bu, evrenin Biiyiik Patlama ile bagladig1 bir
durumdur. Biiyiik Cokiis durumlari, onceki bir evrenin Biiylik Cokiisiinden sonra Biiyiik
Patlamanin gerceklesmesi icin yollar acar. Bu durumda, dongiisel bir model de denilen
osilasyonlu bir evren yaratilir. Evren, sonsuz bir dizilis evrenine benzeyecek sekilde, her
sonlu evrenin bir Biiyilk Cokiisle sona erdigi ve bir sonraki evrenin Biiyiik Patlama ile
bagladig1 bir modeldir. Dongiisel evrenin temel bir zayifli81, termodinamigin 2. yasina uygun
olmamasidir, ¢iinkii entropi osilasyondan osilasyona cikarak evrenin sonunda 1s1 6liimiine

yol agacaktir.

Biiyiik Sigrama teorisi, evrenin kokeni ve evrimi hakkinda bir kozmolojik modeldir.
Bu teori, evrenin genislemesini takiben bir daralma doneminin var oldugunu ve Biiyiik
Patlama’nin ardindan gelen bir "Biiyiik Cokiis" ile "Biiyiik Patlama" arasinda bir dongii

oldugunu o©ne siirer [28]. Bu perspektife gore, evrenin baglangict ve sonu arasinda
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sonsuz tekrarlar yasanabilir veya mevcut evren, evrenlerin ilk iterasyonu olabilir. Biiyiik
Sigrama teorisinin temelini olusturan kavramlardan biri, yogunlugun sonsuzluga yaklagsmasi
durumunda kuantum kopiigiiniin davranisinin degismesidir. Bu durumda, fiziksel sabitlerin,
ozellikle vakumda 1s1k hiz1 gibi, sabit kalmayabilecegi One siiriiliir. Bu teoriye gore,
Biiyiik Sigrama’nin gergeklestii zamanda Sl¢limiin miimkiin olmayacagi bir zaman aralig1
vardir. Ancak, Biiytik Sicrama teorisinin 6nemli bir zorlugu, sigramalar arasindaki "aralik"
fazinin kosuludur. Bu kosul, siirekli tekrarlar (dongiiler) mutlak ve farklilasmamigsa, sonsuz

tekrarlar siirecinde her an icin bir zaman tekilligini temsil edebilir.

2.5. CEVRIMSEL KOZMOLOJI TEORILERI

2.5.1. Konformal Cevrimsel Kozmoloji

Roger Penrose tarafindan onerilen Cevrimsel Konformal Kozmoloji (Conformal Cyclic
Cosmology, CCC) teorisi, evrenin baslangi¢ ve sonunun matematiksel olarak ayni oldugunu,
bu nedenle her bir sonun yeni bir baslangict dogurdugunu ve bu dongiiniin sonsuza
kadar devam ettigini iddia etmektedir [29]. Bu teori, evrenin genel gorelilik ve kuantum
mekanigi arasindaki temel sorunlar1 ¢cozmeye c¢alisirken, evrenin dogasi ve kaderi hakkinda

derinlemesine bir anlay1s sunmay1 amag¢lamaktadir.

CCC teorisinin merkezinde, evrenin baglangic ve sonunun ayni oldugu fikri yatar. Bu
teoriye gore, Big Bang ve Heat Death gibi evrenin belirli noktalarindaki yogun ve homojen
durumlar, aslinda ayn1 matematiksel yapiya sahiptir. Penrose, conformal mapping gibi

matematiksel araglar1 kullanarak bu donemler arasindaki iligkiyi agiklar.

CCC teorisine gore, her bir evrensel dongii veya "aeon", onceki bir Heat Death’ten sonra
baglar ve bir sonraki Big Bang’e kadar devam eder. Bu dongiilerin her biri, evrenin i¢indeki
enerji ve madde doniigiimiinii, genel gorelilik ve kuantum mekanigiyle uyumlu bir sekilde

aciklamaya caligir [30].

CCC teorisi, evrenin sonsuzlugunu ve baglangicini ele alirken bir¢ok 6nemli sonuca yol agar.
Ornegin, evrenin herhangi bir noktasinda baslangic veya son olmadi§1 diisiincesi, evrenin

yapisini ve evrenin dongiiler halinde nasil isledigini anlamamiza yardimci olur.
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2.5.2. Sicim Teorisi Motivasyonlu Cevrimsel Teoriler

Steinhardt—Turok: (ekpyrotic senaryosu)

Ekpirotik evren modeli, evrenin dogasini agiklamak i¢in bir hipotez sunar. Bu model, evrenin
biiylik patlama Oncesi durumunu ele alir ve bu durumu bir dongiisel siire¢ olarak tasvir
eder. Tk olarak 2001°de Justin Khoury, Burt Ovrut, Paul Steinhardt ve Neil Turok tarafindan

tanitilmistir [31].

Ekpirotik evren modeline gore, biiylik patlama aslinda bir biiyilkk sicrama olarak
gerceklesmistir. Bu sigrama, Onceki bir daralma doneminden gegisle ortaya ¢ikmugtir.
Bu model, evrenin temel olaylarinin biiyiik sicramadan once gerceklestigini ve ardindan

dongiisel olarak evrenin sigramalarla devam ettigini One siirer.

Bu modelin temelinde sicim teorisi, zarlar (brane) ve ekstra boyutlar gibi fiziksel kavramlar
yer alir. Ekpirotik evren modelleri, genellikle kuantum alanlarinin evriminin siradan

uzay-zamanda gerceklestigi enflasyon modelleriyle benzer fiziksel bilesenleri kullanir.

Ekpirotik ve dongiisel modeller, evrenin temel 6zelliklerini dogru bir sekilde aciklar ve
kozmik mikrodalga arka plam1 gézlemleriyle uyumludur. Ancak, bazi aragtirmacilar Planck
gozlemlerinin ekpirotik/dongiisel senaryolarin uygun parametre alanim1 Onemli Olciide

sinirladigini iddia etmektedir.

Sonug olarak, ekpirotik evren modeli, evrenin biiyiik patlama 6ncesindeki ve sonrasindaki

evrimini anlamaya yonelik alternatif bir yaklagim sunar.

2.5.3. Tlmek Kuantum Kozmolojisi

[Imek kuantum kiitlecekimi tekniklerini kozmolojik uzay-zamanlara uygulanmasiyla ortaya
¢ikmustir. Ortaya ¢ikan cerceve, [lmek kuantum kozmolojisi (IKK) olarak bilinir [32]. Bu
alandaki arastirmalar, Planck 6l¢eginde evrenin davranigini anlamamiza ve teorik ¢ercevenin

fenomenolojik sonuglarim kesfetmemize olanak tanimaktadir [32].

Bu alan, genel gorelilik ve kuantum mekaniginin evrenin baglangicini ve evrimini

nasil etkiledigini anlamak icin gelistirilmis bir cercevedir. IKK, o6zellikle evrenin cok
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erken donemlerindeki kozmolojik tekillikleri ¢cozmeyi ve evrenin mikroskobik diizeydeki
yapilarim anlamay1 amagclar. ilmek kuantum cekiminin ayirt edici 6zelliklerinden bazilari,

FRW modelleri iizerinden IKK ile agiklanir.

Bu cerceve, ozellikle evrenin planck 6l¢egindeki davraniglarini incelemek icin matematiksel
ve fiziksel yontemler gelistirmistir. IKK, evrenin baglangicina iliskin temel sorulari ele

alirken, klasik genel gorelilik teorisinin sinirlarint agmak icin ¢esitli yaklagimlar kullanir.

IKK temel ozelliklerinden biri, klasik genel goreliligin evrenin baslangicindaki
singularitelerini ¢c6zmek i¢in yeni bir mekanizma sunmasidir. Bu mekanizma, evrenin Planck
Olcegindeki yogunluklarinda 6nemli bir rol oynar ve evrenin biiyiik patlamasi yerine bir

kuantum sicramasi olusur.

2.5.4. Kaotik Evren Teorisi

2018 yilinda Aydiner tarafindan onerilen kaotik evren teorisi (KET) diger ¢cevrimsel teoriler
gibi biiyiilk patlama teorisinin teorik komplikasyonlarim1 ¢6zmek igin Onerilmis olsada
aslinda kozmolojinin cati teorisi olmaya adaydir. Friedman-Robertson-Walker uzay-zaman
cercevesinde, bu bilesenlerin yogunluklarindaki zaman evrimine dayali basit bir etkilesim
modeli Onerilmistir. Bu model Lotka-Volterra tipi denklemlerle agiklanabilir. Sayisal
coziimler, karanlik enerji, karanlik madde ve madde arasindaki etkilesimlerin, belirli kosullar
altinda kaotik bir dinamik sergiledigini gdstermektedir. Bu kaotik davranis, evrenin zaman
evriminin kaotik oldugunu 6ne siirmektedir [33]. Ayrica, bu modelin evrenin evrimine iliskin
bazi onemli kozmolojik sorunlara ¢oziim getirebilecegi Onerilmektedir. Bunlar arasinda,
evrenin olusumu ve sonu gibi kavramlara aciklik getirmektedir. Ornegin biiyiik patlama
teorsinde evrenin baslangici tekillik ile agiklanmaktadir ama KET teorisinde tekillik diye
bir durum yoktur. Suan ki evrenimiz bir onceki evrenin Oliimiiyle ortaya ¢iktigi fikri
aciklanmigtir. Ayni zamanda biiyiik patlama teorisi evrenin sonuna dair bir aciklama
yapamiyorken KET teorisi sayesinde sonunun ne olacagina bir aciklama getirilebilmistir.
Bu teori ayrica, biyolojik sistemlerde rekabet eden tiirlerin dinamikleriyle evrenin zaman

evrimi arasinda bir baglant1 kurarak yeni bir bakis a¢is1 sunmaktadir.

Ayrica, Aydiner ve arkadaslart karanlik madde ve karanlik enerji etklesimini modelleyerek
ge¢c donem enflasyon yani madde baskin donemden karanlik enerji baskin doneme

gecisi aciklayan bir fiziksel mekanizma Onerdiler. Bu ¢alismada, evrenin madde egemen
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donemden karanlik enerji egemen doneme gecisinin fiziksel mekanizmasim agiklamak ve
her iki donemi kapsayan bir hibrit 6l¢ek faktorii bulmak amaciyla bir kozmoloji modeli
sunulmaktadir. Bu baglamda, FLRW metrigi cercevesinde karanlik madde ve karanlik enerji
etkilesimine karsilik gelen iki skaler alanin etkilesimli bir Lagranjiyenin incelenmektedir.
Iki skaler alanin bir potansiyelle etkilestigi varsayilmistir; bu potansiyel, iki salmimci
ve iki anti-salimmci tarafindan belirlenmektedir. Bu model, evrenin genel evrimine ve
madde-enerji icerigine iliskin daha kapsaml bir anlayisin elde edilmesine katki saglamay1
amaclamaktadir [16]. Bunlara ek olarak, Aydiner 2023 de karanlik madde ve karanlik
enerjinin etkilesiminin kaotik olmas1 gerektigini enerji korunum yasasini kullanarak teorik

olarak ispatlayarak KET in teorik olarak dogrulamasini kanitlamistir.

Sekil 2.4: KET teorisinin evrenin genislemesi ve daralip tekrar genisleyerek yeni evrenin
olugsmasini temsil eden ¢izim.

2.6. KARANLIK MADDE VE KARANLIK ENERJi ETKILESIMLERI

2.6.1. Standart Metodlar

Karanlik enerji ve karanlik madde arasindaki etkilesimin, Evren’in evrimi {izerindeki
Oonemini vurgular. Bu etkilesim, yogunluk salinimlarinin biiyiimesini degistirerek Evren’in
yapisal olusumunu etkileyebilir. Ayrica, bu etkilesimin varli§i ve etkisi, kozmoloji
literatiiriinde genis kapsamli bir sekilde ele alinmistir [35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44,
45, 46, 47, 48, 49]. Bu etkilesimler, karanlik enerjinin evrenin genislemesini hizlandirdig,

buna karsilik karanlik maddenin yercekimsel cekimiyle galaksilerin ve kozmik yapilarin



23

olusumunu etkiledigi karmagik bir dizi siireci icerir. ACDM modelinde karanlik enerji ve
karanlik madde, enerji yogunluklar1 ayr1 ayr1 korunarak bagimsiz olarak evrim gecirir[50].
Karanlik enerji ve karanlik madde icin toplam enerji yogunlugu korunur ve karanlik enerji

ve madde i¢in enerji momentum tensoril asagidaki gibi yazilir:
Y VuT =0 (2.25)
i

bu denklemde i alt indisi karanlik enerji ve karanlik madde bilesenlerine karsilik gelmektedir,
(d) yada karanlik madde (c) temsil etmektedir [S0]. Siiper akigskan i¢in olan enerji momentm
tensoriinii kullanarak diiz uzayda Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker metrigine adapte

edebiliriz. Bu durumda asagida ki denklemleri elde etmis oluruz.

pa+3H(1+wg)ps=—Q (2.26)

Pe+3Hp.=Q (2.27)

Denklemlerden yararlanarak karanlik enerji ve karanlik madde yogunlugunu ¢, ve ¢,
terimleri tamimlayabiliriz. Karanlik enerji denklemini wy; = p;/qy olarak tammlariz ve
pq karanlik enerji basincini temsil eder. Bildiginiz gibi Hubble parametresi H = d/a
dir. Hubble parametresi, kozmik Olgek faktorii olan a’ya bagli olarak tanimlanir; burada
prime sembolii, conformal time tiirevini temsil eder. Konformal time, kozmolojide ve genel
gorelilikte kullanilan bir zaman 6lciisiidiir. Bu zaman 0l¢iisii, uzay-zamanin geometrisini
belirli bir sekilde ol¢eklendirerek, evrensel 6zellikleri vurgular. Ozellikle biiyiik 6lceklerde
ve kozmolojik modellerde evrenin genisleme siirecini ve evrenin dinamiklerini anlamak
icin kullanilir. Q, karanlik enerji ve karanlik madde arasindaki etkilesimleri temsil eden
matematiksel bir terimdir. Q > 0 oldugu durumda, enerji akis1 karanlik enerjiden karanlk
maddeye dogrudur. Yani, karanlik enerjiden karanlik maddeye bir enerji transferi gerceklesir.
Q < 0 oldugu durumda ise, enerji akist karanlik maddedan karanlik enerjiye dogrudur. Yani,
karanlik maddeden karanlik enerjiye bir enerji transferi gerceklesir. Su anda yaygin olarak
kabul goren fenomenolojik etkilesim destekli evrim modeli (Interaction Dark Energy, IDE)

modellerinde, Q’nun genellikle enerji yogunlugu p’ya ve zamana bagli bir fonksiyon oldugu
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varsayilir [51] ve

0=0(p,H ) (2.28)

seklinde yazilabilir.

Birinci dereceden Taylor acilimi, bir fonksiyonun belirli bir noktasinda yaklasik olarak ilk
dereceden bir polinomla ifade edilmesidir. Bu ifade, fonksiyonun yaklasik davranigini belirli

bir noktada aciklar ve birinci dereceden Taylor acilimi su sekilde yazilabilir [52]:

Q =3H(&1pc+&pa) (2.29)

&1 ve &, serbest parametrelerdir ve calismada incelenen modellerin belirli 6zelliklerini
belirlemek i¢in kullanilir. Tablo 2.2:, analiz edilen modellerin bir Ozetini igerir. Wy
parametresine iligkin gereksinim, kararlilik davraniginin géz 6niine alinmasiyla belirlenir; bu
da modelin dogru sonuclar iiretmesi icin W,; parametresinin belirli bir degere sahip olmasi

gerektigi anlamina gelir [53].

Tablo 2.2: W, Parametresi Icin Smirlarma Tablosu

Model Q W,

IDE1 3H§2pd -1 < W, <-1/3
IDE2 3H§2pd W; < -1

IDE3  3HEp, W, < -1

IDE4  3HE(pa+pc) Wa<-1

Costa ve digerlerinin (2017) calismasinda [54], kozmolojik modellerin smirlamalari
incelenmistir. Bu sinirlamalar, Planck CMB, BOSS BAO, Tip Ia siipernova ve Hubble sabiti
gibi cesitli kozmolojik gbzlemler kullanilarak elde edilmistir. Calisma sonucunda, IDE3 ve
IDE4 modelleri i¢in siki kisitlamalar belirlenmistir, yani bu modellerin parametre degerleri
dar bir aralikta sinirlidir. Bu, gézlemlerle tutarli olmalari i¢in bu modellerin belirli bir teorik
cercevede belirli bir hassasiyette parametrelere sahip olmasi gerektigi anlamina gelir. Diger
yandan, IDE1 ve IDE2 modelleri icin sadece zayif kisitlamalar elde edilmistir. Bu, IDEI ve
IDE2 modellerinin gozlemlerle tutarli olabilmesi icin daha fazla diizelme veya agiklamaya
ihtiya¢ duydugunu gosterir. Sonug olarak, bu calisma, kozmolojik modellerin dogrulugunu
degerlendirirken siki kisitlamalarin 6nemini vurgular ve gozlemlerle uyumlu modellerin

belirlenmesinde kritik bir rol oynar.
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IDE1 ve IDE2 modellerindeki etkilesimlerin karanlik enerji yogunluguna orantili oldugunu
ve bu etkilesimin ancak son zamanlarda baskin hale geldigini belirtir. Bu tiir bir etkilesimin,
kozmik mikrodalga arka planinin anizotropisi ve evrenin genisleme tarihine zayif etkileri
oldugunu ve dolayisiyla bu gozlemlerden siki bir sekilde sinirlanamadigini ifade eder
[50]. IDE1 ve IDE2 modellerinin, kozmolojik yap1 olusumu agisindan ACDM modelinden
farkli olabilecegini ifade eder. Yani, bu modellerin, evrenin nasil olustugunu ve gelistigini
aciklamak i¢cin ACDM modelinden farkli bir mekanizma veya siirec icerebilecegini belirtir.
Bu farklilik, 6zellikle dogrusal olmayan yap1 olusumu iizerinde etkili olabilir. Bu tiir yapilara
ornek olarak galaksi kiimeleri ve zayif lensleme pik istatistikleri verilebilir. Dolayisiyla,
IDE1 ve IDE2 modellerinin dogrulugunu degerlendirmek ve siirlamak i¢in, bu dogrusal
olmayan yapilarla ilgili gbzlemler ve analizler kullanilabilir. Bu tiir gozlemler, bu modellerin
kozmolojik yap1 olusumu iizerindeki etkisini daha ayrintili bir sekilde incelemeye yardimci

olabilir ve bu modellerin dogrulugunu daha sik1 bir sekilde degerlendirebilir.

Karanlik enerji (Dark Energy, DE) ve karanlik madde (Dark Matter, DM) arasindaki tiim
olast fenomenolojik etkilesimlerin, kozmolojik parametreler iizerindeki etkileri titizlikle
incelenmistir. Ozellikle, bu etkilesimlerin evrenin temel yapi taslar1 olan kozmolojik
parametreler iizerindeki etkileri ayrintili bir sekilde degerlendirilmistir. Ayrica, bu
etkilesimlerin, gozlemlenen evrenin bir¢ok gizemli yoniinii agiklamada kritik bir rol oynayan
kozmolojik tesadiif problemi olarak bilinen bir zorlugu nasil etkiledigi de arastirilmistir [S5].
Kozmik tesadiif problemi, gozlemlenen karanlik enerji yogunlugunun ve karanlik madde
yogunlugunun benzer bir diizeye sahip olmasini aciklamakta ve bu durum, evrenin evrimine
iligkin bazi temel sorular1 yanitlamada 6nemli bir ipucu sunmaktadir. Tekillik ve kozmik
tesadiif problemlerini ¢6zmek i¢in karanlik madde ve karanlik enerji etkilesimine dayanan
bircok etkilesimli model kullanilmistir [56, 57, 58, 59, 60, 18, 16, 33]. Bu baglamda, DE
ve DM arasindaki etkilesimlerin, kozmolojik parametrelerdeki degisiklikler aracilifiyla bu
sorunun ¢oziilmesinde veya en azindan azaltilmasinda nasil bir etkiye sahip olabilecegi
detayli bir sekilde incelenir. Karanlik enerji ve karanlik madde arasindaki etkilesimlerin
evrenin temel Ozellikleri lizerindeki etkilerini anlamak ve kozmolojik evrimin anahtar
sorularin1 ¢ozmek icin 6nemli bir adim olarak degerlendirilmektedir. Karanlik enerji ve
karanlik madde arasindaki etkilesimi daha iyi anlamak ve evrenin temel 6zelliklerini daha
dogru bir sekilde belirlemek i¢in, bu etkilesimin gozlemlenen verilere dayanarak daha

sik1 bir sekilde sinirlandirilmasi gerektigini ifade ediyor [61]. Bu ek gozlemsel veriler,
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karanlik enerji ve karanlik madde arasindaki etkilesimin kozmolojik parametreler tizerindeki
etkilerini daha ayrintili bir sekilde incelememize ve evrenin evrimini daha iyi anlamamiza

yardimci olabilir.

2.6.2. Karanlhk Sektordeki Etkilesimede Yeni Yaklasim

Aydiner’in 2023 yilinda yazdig1 "Chaotic interaction between dark matter and dark energy"
isimli makalesinde yaptig1 calismlar1 inceleyelim. Bu calismada, karanlik madde ve karanlik
enerjiyi grand-kanonik sistemler olarak ele alarak, bu sistemler arasindaki etkilesimleri
ve dinamikleri inceleme amaglanmstir [34]. Ozellikle, ¢ift yonlii etkilesen termodinamik
sistemler arasindaki dinamikleri daha gercekgi bir sekilde agiklamak iizere yeni bir etkilesim
semasit Onerilmistir. Enerji korunumu yasasina dayanan yeni teoremler gelistirilmistir. Bu
teoremleri kullanarak, karanlik madde ve karanlik enerji arasindaki etkilesimleri tanimlayan
yeni ¢iftlenmis denklemler elde edilmistir. Daha sonra, bu denklemleri sayisal olarak
cozerek, sistemin faz uzayi1 diyagramlarini ve Lyapunov iistelini belirlenmigtir. Yapilan
analizler sonucunda, karanlik madde ve karanlik enerji arasindaki etkilesimin kaotik oldugu
gosterilmigtir. Bu bulgu, evrenin temel yapi taglarimin dinamikleri hakkinda 6nemli bir
anlayis saglar ve daha genis bir baglamda evrenin evrimini anlamak i¢in 6nemli ipuglar
sunar. Ayrica, Onerilen teoremler ve elde edilen sonuglar, c¢ift yonli etkilesen diger
parcacik ve termodinamik sistemler iizerinde de genellestirilebilir. Aydiner etkilesen iki agik
termodinamik sistemdeki etkilesimleri modellemek icin iki tiir etkilesim bi¢cimi Onermisgtir
[34]. Bunlar karsilikli etkilesim ve 6z-etkilesimdir. Konu kaynakca [34] da ayrintili olarak
anlatilmistir. Ayrica Aydiner bu etkilesim bicimlerini etkilesen termodinamik sistemlerein

0zel hallerine de uygulamistir [62]. Aydiner’in kaynakca [34] de verdigi etkilesim denklemi:

dx1

— = XoX3— X

dt 2A3 1

P2 (13—q) (2.30)
— = (x3—q)x1 —x .
di 3—4)X1 2

dx; |

— =1—xx

dt 1A2

seklindedir. Burada g kontrol parametresidir ve ¢ = I'y — I'> seklinde verilir. Burada
X1, X ve x3 sistemler arasinda transfer edilen enerjilere karsilik gelir. Bunlar, karanhk
enerji ve karanlik madde etkilesimlerinin dinamiklerini yoneten dogrusal olmayan bagh

denklemlerdir. Bu konuya ileride tekrar donecegiz.
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3. MALZEME VE YONTEM

3.1. YENI ETKILESIM MODELLERI

Bu boliimde karanlik madde ve karanlik enerji etkilseiminin bir 6zel halini inceliyecegiz.
Aydiner’in 2023 de sundugu [34, 62] etkilesim modellerini 6zetleyece8i. Ardindan benzer
bir modifiye etkilesim denklemi ileri siirecegiz ve denklem sistemini ¢ozece8iz. Analiz
yapmaya baslamadan once Aydiner tarafindan onerilen karanlik madde, karanlik enerji ve

madde etkiselim modelinin nasil gelistirildigini aciklayalim.

3.1.1. Tip-I Etkilesim Modeli

Yukarida verilen (2.30) numarali denklemi burada yeniden yazacagiz. Bu denklemi Tip-I

olarak adlandirdik. Diger denklemleri de benzer sekilde adlandiracagiz.

Denklem (2.30) verilen Tip-I etkilesim denklemi asagidaki gibidir:

dx1

— = XpX3—X

dt 243 1

d

% =(x3—q)x1 —x2 (3.1
dx; |

— =1—xx

dt 112

3.1.2. Tip-1I Etkilesim Modeli

Termodinamik sistemlerde karanlik enerji ve karanlik madde etkilesimini inceleyecegiz. Bu
etkilesimi iki ¢ift agik sistem icin inceleyecegiz. Ilk olarak inceleyecegimiz durum & # 0,
SN = 0 ve dV = 0 bu sekilde olacakur. Ikinci olarak ise § # 0, SN # 0 ve dV # 0 bu durum
altinda inceleme yapacagiz [62]. Her acik termodinamik sistem i¢in enerji degisim denklemi

asagidaki gibidir

dU = 8Q+xV | 8W; (32)
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dU sistemin enerji degisimini, 0Q 1s1 degisimini ve W sistem iizerine yapilan isi temsil

eder. Enerji degisim denklemi etkilesim i¢inde bulunan iki ¢ift sistem icin asagidaki gibidir;

dU; (XZ) = 6Q1(X1) +6W; ()Cl) +O6N; (Xl)
dUz(xl) = 6Q2(X2) + 5W2(X2) + 5N2(x2) (3.3)

burada x; enerji akiginin sistem 1°den sistem 2’ye akti§1 durumu, x; enerji akisinin sistem
2’den sistem 1’e aktig1 durumu temsil etmektedir [62]. Sistemler arasi gergceklesen enerji

transfer degisimi korunur. Bu sebepten asagidaki denklemi yazariz;

7{ dU (%) =0 (3.4)
i = 1,2 aym anda toplam enerjide korunur.

Yi—1E; = const 3.5

Iki sistemin denge durumunda olmaktan ¢ok uzak oldugunu diisiiniirsek yani Ty # T», p| #
p> yada Uy # Up Ancak bu iki sistem temas ettiklerinde sistemler dengeye gelene kadar
birbirleri arasinda etkilesim yapmaya devam edeceklerdir. Ayrica herbir sistem kendi i¢cinde

ic enerji degisimi yasayacaktir [62]. Bu denklem asagida belirtildigi gibidir;

Iki cift termodinamik sistem igin kendi iginde etkilesim denklemi

ary _ .

dt - 142

r

dd—f =1 —x1x (3.6)

Kendi icinde etkilesim dongiisii standart termodinamik istatistigi ile heniiz tanimlanmamigtir
[62]. Bu yeni bir yaklasim modelidir. Kendi i¢inde etkilesim dongiisii vektorel bir alan
olusturur. Vektorel alani tork ile temsil ediyoruz. Kendi i¢inde etkilesim dongiisii gizli
bir ¢ekiciye sahiptir [62]. Dinamik sistemlerde, literatiire bakilirsa bu sekilde gizli ¢ekici
fikrini gorebiliriz [63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72]. Aydiner’in 6nerdigi termodinamik

sistemler i¢in yeni bir bakis acist kazandirmaktadir.

Yukarida bahsettigimiz gibi termodinamik sistemleri iki durumda inceleyecegiz ilk
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durumumuz 8 # 0, ON = 0 ve dV = 0 sartlar altinda inceleme yapacagiz. Bu durum igin

kargilikli etkilesim denklemi asagidaki gibidir;

dx1

“_r

7t 1X2

dxs

— =T 3.7
7 2X1 3.7

I'1o’nin enerji transfer hizim1 gosteren non-holonomik degiskenleri belirtir [62].
Non-holonomik sistem de hareketi berlirleyen kisitlamalarin, pozisyonlarin bir fonksiyonu
olarak ifade edilemedigi durumlar i¢in sdylenir. Bu sistemlerde, hareketin belirlenmesi i¢in
hiz veya zaman gibi ek parametreler gerekebilir. Ornegin, bir arabanin hareketi, yalnizca
arabanin konumlarina degil, ayn1 zamanda hiz ve yone de bagli olabilir, bu nedenle bu sistem
non-holonomiktir. Termal sistemlerde (3.6) ve (3.7) denklemleri kullanarak, birbirine baglh

ve etkilesen iki kanonik topluluk i¢in etkilesim denklemi elde ederiz [62].

dx;

— = XX

dt 243

d

2= (s g (3.8)
dX3 1

— =1—xx

dt 142

q bir kontrol parametresidir ve ¢ = I'y — I, esittir [62]. Bu denklem, sistemler arasindaki
151 transferine dayali olarak, sistemin davranigini dogrusal olmaya bir sekilde tanimlar. Bu
denklem, sistemler arasindaki 1s1 aligverisinin karmagikligini ve sistemin dinamiklerindeki

dogrusalliktan sapmay igerir.

3.1.3. Tip-1II Etkilesim Modeli

Uciinci durum igin inceleme yaptigimizda, hacim degisiminide hesaba katmamiz
gerekmektedir. Bu durumun 6zelligi 0 # 0, ON # 0 ve dV # 0 dir. Etkilesim sonunda
sistemin hacmi degisebilir ve degisim sisteme uygulanan isin mikatarini etkileyebilir veya
engelleyebilir. Sisteme yapilan isi SW = —pdV olarak tanimlariz. Bu durum igin denklem

(3.8) ile birlestirirsek;
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d T

% = X2X3 — X1 _/() xl(t)dt

dx T

d_z =(x3—¢q)x1 —x2 —/ xp(t)dt 3.9
t 0

dﬁ =1—xx

dt - 142

Denklemlerdeki integral ifadeleri dogrusal olmayan terimler igcermedigi i¢in bu terimlerin
katkilar1 sayisal ¢oziimde sabit katkilari olacaktir [62]. Bu nedenle integralleri &; » olarak
tanimlariz. ), bu terimi basitlestirebiliriz [62]. 6;, enerji depolama kapasitesini 6lgen
kontrol parametreleri olarak diisiinebiliriz. Bu durumda, sayisal ¢oziimiin detaylarinda

kaybolmak yerine, sabit bir g degerinin i¢inde bu terimleri belirtebiliriz [62].

3.1.4. Modifiye Etkilesim Modeli

Aydiner’in olusturdugu (2.30) denkleminden yararlanarak olusturdugu bu denklem
sistemini kullanarak bizde karanlik enerji, karanlik madde ve madde etkilesim modeli
olusturacagiz. Ayrica Aydiner’in olusturdugu bu denklemi biraz modifiye ederek
olusturdugumuz denklemin kaos analizini gergeklestirecegiz. Modifikasyon siirecinde,
belirli bir motivasyondan yola ¢iktik. x3 degiskenimizin, denklemimize baktigimizda, x;
ve xp degiskenlerinin etkilesimine bagli olarak degisen bir degisken oldugunu gozlemledik.
Bu motivasyonla, x; ve x» degiskenlerinin etkilesiminin iissel olarak degisebilecegi fikrini
benimsedik. Bu nedenle, x3 degiskenini ¢* olarak modifiye etmeyi uygun bulduk. Bu
modifikasyon, x; ve x; degiskenlerinin etkilesimlerinin dinamiklerini daha iyi temsil etmeyi
amaclamaktadir. Ayrica, bu tiir bir doniisiimiin, kaotik davramiglarin daha belirgin bir
sekilde gozlemlenmesini saglayacagini diisiindiik. Sonug¢ olarak, x3 degiskeninin iissel bir
fonksiyon olarak yeniden tanimlanmasi, sistemin genel dinamik yapisinin incelenmesine

olanak tanimistir.
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Aydiner’in denklemi kullanarak modifiye ettigimiz yeni denklemimiz asagidaki gibidir;

d

;tl =xe" — X

dxp Y

= = (e® —q)x1 —x2 (3.10)
dX3

o T

Yukarida modifiye ettiimiz denklemimizi kullanarak karanlik madde ve karanlik enerji

etkilesiminin kaos analizini yapacagiz.

3.2. KAOS VE KAOTIK SISTEMLER

3.2.1. Temel Kavramlar

Kaos teorisi, belirli kosullar altinda deterministik sistemlerin belirsiz ve karmasik davraniglar
sergileyebilecegini ve bu davraniglarin tahmin edilemeyecegini 6ne siiren bir matematiksel
bir alami ifade eder. Iste kaos teorisinin tarihgesi hakkinda onemli dénemlere ve kisilere

odaklanan bir genel bakis.

Poincaré’nin Caligmalar1 (19. Yiizyil), Kaos teorisinin temelleri, Henri Poincaré’nin 19.
yiizyllda yaptig1 caligmalara dayanmaktadir. Poincaré, N-kiitleli manyetik top sistemini
incelediginde, belirli baglangic kosullaria bagl olarak gelecekteki durumlarin 6ngoriilemez
oldugunu fark etti. Bu durum, gelecekteki durumlarin hassas baslangic kosullarina baglh

olarak degisebilecegi anlamina gelir [73].

Lorenz ve Deterministik Kaos (1960’lar), Edward Lorenz, 1960’larda atmosferik modeller
tizerinde yaptig1 calismalar sirasinda deterministik kaosun temellerini atti. Lorenz, basit
bir atmosfer modelindeki denklemleri incelediginde, kiiciik baglangic kosullarindaki
degisikliklerin zaman i¢inde biiyiik etkilere yol actigini kesfetti. Lorenz, bu durumu "kelebek

etkisi" olarak adlandird: [74].

Mandelbrot ve Fraktallar (1970’ler), Benoit Mandelbrot, fraktal geometriyi tanimlayarak ve
bu geometrinin karmagik ve kendini tekrarlayan desenleri modelleyerek, kaos teorisine yeni
bir boyut katt1. Fraktal geometri, dogadaki karmagik yapilari ve diizensiz desenleri agiklamak

icin kullanilir [75].
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Kaotik Dinamikler ve 1terasy0n (1970’ler - 1980’ler), 1970’ler ve 1980’lerde, kaotik
dinamiklerin matematiksel temelleri daha da gelistirildi. Iteratif fonksiyonlar, kaotik
davraniglarin modellenmesinde 6nemli bir rol oynar. Logistic Map gibi basit iteratif

modeller, kaosun temel prensiplerini agiklamak i¢in kullanilir.

Kaostan Uygulamalara (1990’lar - Giintimiiz), Kaos teorisi, bircok farkli disiplinde
uygulama buldu. Hava durumu tahminleri, biyolojik sistemlerin modellemesi, ekonomi,
bilgisayar giivenligi gibi bir¢cok alanda kaos teorisi kullanilmaktadir. Bu alanlarda kaos
teorisi, belirsizlikle basa ¢ikma ve karmagik sistemlerin davraniglarimi anlama konusunda

onemli bir ara¢ haline gelmistir.

Kaotik sistemlerin anlasilmasi ve modellenmesi, bilim diinyasinda énemli bir doniisiime yol

acmis ve kaos teorisi, karmasik sistemlerin dogasini anlama ¢abalarimizi etkilemistir.

3.2.2. Bir Ornek Olarak Lorenz Denkleminin Analizi

Lorenz denklemleri, kaotik sistemlerin davraniglarint modellemek i¢in kullanilan ve Edward
N. Lorenz tarafindan 1963 yilinda gelistirilen ii¢ boyutlu, deterministik bir sistemdir.
Bu denklemler, baglangicta atmosferdeki konveksiyon akimlarin1 modellemek amaciyla
tiiretilmistir, ancak daha sonra kaos teorisinin temel dérneklerinden biri olarak iin kazanmigstir
[76]. Lorenz denklemleri, basit yapisina ragmen, kaotik davranig sergileyen sistemlerin

incelenmesinde 6nemli bir rol oynamaktadir. Lorenz denklemleri

dx

E—G(y—x)

dy

— = —7)— 3.11
o =Xp =)~y G.1D)
dz

E—xy—ﬁz

sekinde verilir. Burada o, p and 8 denklemin parametreleridir.

Lorenz denklemlerinin en dikkat ¢ekici 6zelliklerinden biri, kiigiik baslangi¢c kosullarindaki
farkliliklarin zamanla biiyiik degisikliklere yol agmasidir. Bu 6zellik, kaos teorisinin temel
prensiplerinden biri olan "baglangi¢ kosullarina duyarlilik" (siklikla "kelebek etkisi" olarak
da bilinir) olarak adlandirilir [77]. Bu 0Ozellik, deterministik bir sistemin uzun vadeli

ongoriilmesini neredeyse imkansiz hale getirir.
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Lorenz denklemlerinin ¢oziimleri, zamanla belirli bir bolgeye c¢ekilir ve bu bolge i¢cinde
karmasik, fraktal bir yapi olusturur. Bu yapi, Lorenz cekicisi olarak bilinir ve kaotik
sistemlerin gorsellestirilmesinde Oonemli bir 6rnek tegkil eder. Lorenz cekicisi, sistemin
diizenli bir sekilde dagilmadigini, ancak yine de belirli bir diizen igerisinde kaotik

davrandigini gosterir.

3.2.3. Cekici Analizi ve Sabit Nokta Hesaplanmasi

Cekici analizi, bir dinamik sistem tarafindan takip edilen genel davranmigi temsil eden
attractor olarak adlandirilan bir geometrik yapiy1 arastirir [78]. Bu cekici, sistemin belirli
bir durumundan baslayarak zamanla sistemdeki degisiklikleri gosterir. Cekici analizi, bu
geometrik yapiy1 inceleyerek sistemin kararliligini, kaotikligini ve diger onemli 6zelliklerini
belirler. Cekici analizi i¢in bir¢ok farkli yontem ve teknik mevcuttur. Bunlar arasinda
Poincaré kesitleri, Lyapunov iisler, Bifurkasyonlar ve Fraktal boyut hesaplamalar1 gibi
geleneksel teknikler bulunur. Ayrica, yapay zeka ve makine 6grenimi tekniklerinin attractor
analizi i¢in yeni ve yenilik¢i yaklagimlar sagladig da goriilmektedir. Cekici analizi, karmasik
sistemlerin davraniglarini anlamak i¢in 6nemli bir aragtir. Bu yontem, kaotik ve kararli
sistemler arasindaki farkliliklar1 belirlemek, sistemin uzun vadeli davraniglarini tahmin

etmek ve sistemdeki onemli 6zellikleri belirlemek i¢in kullanilabilir.

Lorenz denkleminin sabit noktalarini bulmak i¢in (3.11) denklemlerini sifira esitleyecegiz.

Yani % =0, % =0ve % = 0 yapacagiz. Boylece

G(y—.X) = 07
x(p—z)—y=0, (3.12)
xy—PBz=0

yazabiliriz. Bu denklemleri ¢ozerek sabit noktalar bulabiliriz. ilk denklem de x = y secerek
sabit noktalar1 bulabiliriz. Ik denklem y yerine x koyup, ii¢iincii denkleminde x ve y yerine

x koyarak ¢ozebiliriz:

x(p—2)x=0
x(p—z—1)=0 (3.13)
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Burada x = 0 veya z = p — 1 oldugunu goriiriiz. x = 0 durumunu {ciincii denklem yerine
yazdigimzda z = 0 olur. Bu nedenle, birinci sabit nokta P; = (0,0,0) olur. ikinci denklemi

kullanarak sabit noktay1 bulmak istersek:
x> —Bz=0 (3.14)
Bu denkleme z = p — 1 yerine yazarsak:

*—Bp—-1)=0
x=+\Blp—1) G.15)

Bu durumda y = £++/B(p — 1) ve z= p — 1 dolayisiyla ikinci ve iigiincii sabit noktalar:

P =(VB(p—1),VBlp—1),p-1) (3.16)
Py = (—%ﬁ(p —1),—vVBp—1),p - 1)

Ucg adet sabit nokta belirledik. Bu sabit noktalar ile ilgili analiz yapmak gerekirse, p degeri
bizim i¢in oldukca 6nemli ¢iinkii p sifirdan kiiciik olursa (3.13) denklemleri i¢in denge
noktalar irrasyonel say1 vermektedir. Bu sebepten dolay1 p degeri iizerinden kaos analizi

yapacagiz.

3.2.4. Lorenz Denklemleri icin Jacobian Matris Coziimii

Jacobian matrisi, bir dinamik sistemdeki sabit noktalarin kararliligimi belirlemek i¢in
kullanilir. Kaos analizi yaparken Jacobian matrisini ¢ozmek, sistemdeki sabit noktalarin
cevresindeki dinamikleri incelememize olanak tanir. Ozellikle, sabit noktalarin lineer

kararliligin1 degerlendirmek i¢in kullanilir.

Jacobian matrisinin Ozdegerleri ve Ozvektorleri, sabit noktalarin cevresindeki sistem
davranisinin dogas1 hakkinda bilgi saglar [79]. Ozdegerlerin gercek kisimlari negatif ise,
sabit nokta stabil olarak kabul edilir ve ¢evresindeki sistem davranisi diizenli olabilir.
Bununla birlikte, 6zdegerlerin gercek kisimlari pozitif ise, sabit nokta dengesiz veya kararsiz

olabilir ve sistem kaotik veya karmasik dinamikler gosterebilir.

Ayrica, Jacobian matrisinin ¢6ziimii, sabit noktalarin etrafindaki bolgesel davranisi inceleme
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imkan1 saglar. Ozvektorler, sabit noktanin ¢evresindeki yonlerin ve egilimlerin bir gostergesi
olabilir. Bu, sistemdeki potansiyel kararsizlik bolgelerini veya kaotik davranigin belirtilerini

tanimlamak i¢in kullanilabilir.

Sonu¢ olarak, Jacobian matrisinin ¢Oziimii, bir dinamik sistemdeki sabit noktalarin ve
cevresindeki dinamidin dogasin1 anlamamiza ve kaotik davranisin olas1 belirtilerini tespit
etmemize yardimci olur. Bu nedenle, kaos analizi yaparken Jacobian matrisini ¢dzmek,

sistemdeki karmagik davranigi anlamak i¢in dnemli bir aractir.

o _ o 9h__ 9f_

o= 9y 0 50

Ifr Ifr dfr

Py g Tl g G0

M, W, A

ox dy 7 9z
-0 o O

J=|p_z 1 (3.18)
y x B

Buldugumuz bu Jacobian matrisinin 6zdegerlerini daha once yukarida buldugumuz P; =
(0,0,0) sabit noktasina gore hesaplama yapip bu 6zdegerlerin bir grafigini ¢izecegiz. Bu
0zdegerleri hesaplayabilmek i¢cin Lorenz denklemlerinde var olan sabit degerlerimizi yani
o = 10 ve B = 8/3 alcagiz. Bu degerler daha 6nceki galigmalarda belirtilmigtir [80, 81,
82, 83]. Bu degiskenlere gore p degeri degistikce denklemimizin kaos verip vermeyecegini

analiz edebiliyoruz. P; sabit noktamiz i¢in 6zdeger ¢coziimii yaparsak;

Ozdegerlerin sifirdan kiiciik olmasi demek sabit noktanin cevresindeki lineerlestirilmis
sistem kararlidir. Bu durumda, sabit nokta bir ¢ekici veya stabil nokta olarak kabul edilir.
Sistem, sabit nokta etrafinda smirli bir sekilde salinir veya titresir. Ozdegerlerin biiyiik
olmasi, sabit noktanin cevresindeki lineerlestirilmis sistem kararsizdir. Bu durumda, sabit

nokta bir itici veya instabil nokta olarak kabul edilir. Sistem, sabit noktadan uzaklasir ve



36

=10
B=8/3

YO

6+ Ozdeger#1
Ozdeger#2
8t Ozdeger#3

Ozdeger

Sekil 3.1: P; = (0,0,0) icin Ozdeger Grafigi c = 10 ve § = 8/3

kaotik davranis gosterebilir. Kiigiik baslangi¢ hatalar1 bile zamanla biiyiiyerek sistemde
biiyiik degisikliklere yol acabilir.Bu analizden dolay1 p < 1 ise sistem kaos vermeyecektir
clinkii 1’den kii¢iik oldugunda 6zdegerler negatif olmaktadir. p > 1 oldugunda sistem kaos

verecektir clinkii 6zdegerler positif deger vermektedir.
Sabit noktalar olan P ve P; icin 6zdeger grafigini ¢izersek;

Bu grafigi analiz edersek eger p > 24 degerinden biiyiik olmali. Ciinkii bu degerden sonra
Ozdegerlerden birtanesi pozitif deger vermektedir. Pozitif ¢ikmasi bu deger cevresinde
denklemimiz kaos vermektedir. Bu asamadan sonra Lorenz denklemin faz uzayi grafiklerini

cizelim:

3.2.5. Lorenz Icin Faz Uzay1 ve Lyapunov Analizi

Lyapunov iisleri, bir dinamik sistemdeki kiiciik baslangi¢ kosulu degisikliklerinin zamanla
nasil biiylidiigiinii 6lgen matematiksel bir kavramdir [84]. Bu iisler, belirli bir dinamik
sistemdeki yoriingelerin kararliliin1 ve kaotikligini belirlemek i¢in kullanilir. Lyapunov
tisleri, dinamik sistemlerin karmagikligini anlamak ve tahmin etmek icin onemli bir aragtir

ve Ozellikle kaotik sistemlerin analizinde yaygin olarak kullanilir.
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Sekil 3.2: P, ve P; igin Ozdeger Grafigi o = 10 ve § = 8/3

Lyapunov iisleri, bir dinamik sistemdeki yoriingelerin kararliligim veya kaotikligini
belirlemek icin kullanilan 6nemli bir kavramdir. Bu iisler, bir dinamik sistemdeki kiiciik
baglangi¢ kosulu degisikliklerinin zamanla nasil biiyilidiigiinii 6lcer. Lyapunov iisleri, garip
cekici kararliligi ile ayrilan yollarin Olciilmesinde temel bir rol oynar ve ¢ok olgekli

Olctimlerle iliskilendirilen fraktal boyutlara bir baglant1 saglar [85].

Lyapunov iisteli tanimlanirken ilk olarak yoriingeler arasindaki mesafe incelenir. Fiziksel
olarak gosterimi Sekil ’da goriilebilir. Sekil daki yoriingelerin bir ¢ekici etrafinda oldugu
varsayilir. x(7), ¢ anindaki g¢ekici iizerindeki bir noktay1 temsil ederken, x(¢) + &(¢), bu

noktadan 0 (¢) uzakliktaki bir noktay1 temsil eder.

Bir dinamik sistemde, baslangi¢ kosullarinda yapilan kiiciik bir degisikligin zamanla nasil

evrilecegini incelerken Lyapunov iisteli su sekilde tanimlanir:

18

Burada, A Lyapunov iisteli, 6(¢) zaman ¢ anindaki iki yakin trajektor arasindaki mesafe,
0o baslangigtaki kiigiik pertiirbasyon (ilk mesafe) Lyapunov iisteli, sistemin zamanla nasil

davrandigim 6lger. Pozitif Lyapunov Usteli (1 > 0): Iki yakin trajektor arasindaki mesafe
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zamanla iistel olarak artar. Bu, sistemin kaotik oldugunu ve kiiciik baslangi¢ farklariin
zamanla biiylidiigiinii gosterir. Kaotik sistemlerin karakteristik ozelligidir. Sifir Lyapunov
Usteli (A = 0): iki yakin trajektor arasindaki mesafe zamanla sabit kalir veya lineer olarak
artar. Bu, sistemin periyodik veya kuasi-periyodik oldugunu gosterebilir. Negatif Lyapunov
Usteli (A < 0): iki yakin trajektor arasindaki mesafe zamanla iistel olarak azalir. Bu, sistemin

kararli oldugunu ve baglangigtaki farklarin zamanla yok oldugunu gosterir.

Lorenz sisteminde, tipik parametreler kullanildiginda (¢ = 10, p =28, f = %), Lyapunov

tistelleri su sekilde bulunur:

7(«1 ~ 0.905, ),2 ~ 0, ),3 ~ —14.572

Bu sonuglar, sistemin kaotik oldugunu ve baslangi¢ kosullarina son derece duyarli oldugunu
gosterir. Lyapunov iisteli, dinamik sistemlerin davraniglarini analiz etmek icin giiglii bir
aractir. Bir sistemin kaotik olup olmadigimi belirlemek, baslangi¢c kosullarina duyarliligini
O0lcmek ve uzun vadeli davraniglarini 6ngérmek icin kullanilir. Pozitif bir Lyapunov iisteli,
kaotik bir sistemin varligim ve kiiciik baslangic degisikliklerinin biiyiik farkliliklara yol

acabilecegini gosterir.

Lorenz Denkleminin Faz Uzayi Grafigi

50 ~
40 ~
30
20 -

10

20

20 10

Sekil 3.3: p =28, 6 = 10 ve § = 8/3
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Kaos teorisi, dogal ve karmagik sistemlerin davraniglarim1 anlamak i¢in 6nemli bir ¢erceve
sunar. Bu teori, kiiciik baslangi¢c kosullarinin bile sistemlerin uzun vadeli davraniglarini
biiytik oOlciide etkileyebilecegini One siirer. Bu nedenle, kaos dinamiginde hassasiyetin
roliinii anlamak ve baslangic kosullarim1 dogru bir sekilde o6l¢mek kritik oneme sahiptir.
Kaos teorisine gore, bir sistemdeki kiiciik bir baglangic kosulu degisikligi, zamanla biiyiik
etkilere neden olabilir. Bu nedenle, baglangi¢ kosullarini dogru bir sekilde belirlemek
ve Olgmek, sistemin gelecekteki davraniglarini tahmin etmek i¢in 6nemlidir [86]. Hassas
baglangic kosullari, sistemin dogru bir sekilde modellemesini ve gelecekteki tahminlerin

giivenilirligini saglar.
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4. BULGULAR

4.1. DENKLEMIN KARARLILIK ANALIZi

Diferansiyel denklemlerin kararlilik ve sabit nokta analizi, sistemin davranisini anlamak i¢in
kritik oneme sahiptir. Bu tiir analizler, sistemin uzun vadede nasil davrandigin1 ve hangi

kosullar altinda dengeye ulastigini belirlemek icin kullanilir.

Denklemin sabit noktalarin1 bulabilmek i¢in degerlerimizi sifira esitliyoruz.

d

% =x¢% —x1 =0

dXQ 3

E:(e —q)x1—x=0 4.1
d

% = Ji —X1X2 =0

Sabit noklarimiz1 Matlab aracilig1 ile hesaplayabiliyoruz. Sabit noktalarimizi 1.2720, 0.7862
ve 0.4812 olarak buluyoruz. Buldugumuz bu sabit noktalarimizin karalili§ini test etmek icin

jacobian matrisini hesaplamamiz gerekiyor.

—1 es xpe"3
J=|ev g 1 (g

—X2 —X1 0

Buldugumuz bu jacobian matrisinin 0zdegerlerini hesaplarsak kararlilik analizimizi
gerceklestirmis olacagiz. Matlab yardimiyla jacobian matrisimizin 6zdegerlerini hesaplarsak

degerlerimiz;
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A =-3.1773, A, =0.5887, A3 =0.5887

Ay ve A3’iin pozitif gergek kisimlari, sistemde kararsizlik oldugunu gosterir. Ozdegerlerin
pozitif olmasi, sistemin bu yonlerde biiyliyen bir davramis sergileyecegini ve zamanla

sapmanin artacagini gosterir.

Negatif gercek kisimlar, sistemin bu ozdegerle iligkili serbestlik derecelerinin zamanla
azalacagin ve sistemin bu yonde kararli oldugunu gosterir. Yani, bu 6zdeger sistemin belirli

bir yonelime dogru stabilize olmasina katki saglar.

Genel olarak, sistemin kararsiz oldugunu sdyleyebiliriz ciinkii 6zdegerlerin bir kismi pozitif.
Ozellikle, pozitif gercek kisimli 6zdegerler sistemde biiyiiyen dinamikleri isaret eder, bu da

sistemin belirli bir dengeye ulasmadan sapmasina neden olur.

4.2. KARANLIK MADDE KARANLIK ENERJi ETKILESIM DENKLEMI
ZAMAN SERILERI

Zaman serileri, bir degiskenin zamanla nasil degistigini gosteren veri dizileridir. Hava
durumu, hisse senedi fiyatlari, kalp atiglar1 ve elektrik sinyalleri gibi bircok alanda
zaman serileri kullanilir. Kaos analizinde, zaman serileri sistemlerin dinamik davraniglarini
gozlemlemek ve analiz etmek i¢in kullanilir. Zaman serilerindeki ozellikler, sistemlerin
karmasikligini, periyodisitesini, trendini ve kaotik yapilarim1 ortaya cikarir. Dinamik
sistemlerde, 6l¢iim cihazlar1 kullanilarak cekilen veriler genellikle diizenli araliklarla zaman
serileri gseklinde kaydedilir. Bu zaman serileri genellikle skaler verilerdir ve genellikle
x(tg) + nAt seklinde ifade edilir. Burada baslangi¢ zamaninda ilk 6l¢tim alinir ve Az cihazda
belirlenen sabit bir zaman araligidir [87]. Ikinci 6l¢iim, anindan nAt zamam gectikten sonra
alinir. Bu sekilde seri devam ettirilerek ol¢iimler alinir. Bu yontem genellikle cok miktarda
veri toplanmasini gerektirir. Bu teknik, temel bir 6zelligi olarak ¢ok miktarda veri iizerinde

calisilmasini icerir.

Karanlik madde karanlik enerji etkilesimi icin sundugumuz denklem 4.3 icin, baslangic

kosullar1 x; = 1, xp = 1, x3 = 1, ¢ = 1 ve iterasyonu 1000 alarak zaman serilerini ¢izdik.
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5 I I I I I
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

Iterasyon

Sekil 4.1: x; zaman serisi grafigi. Baglangi¢ kosullari x; =1, x; =1, x3 =1, ¢ =1 ve
iterasyon=1000.

-4 I I I I I
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

Iterasyon

Sekil 4.2: x; zaman serisi grafigi. Baglangi¢ kosullari x; =1, x; =1, x3 =1, ¢ =1 ve
iterasyon=1000.
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Sekil 4.3: x3 zaman serisi grafigi. Baglangi¢ kosullari x; =1, x; =1, x3 =1, ¢ =1 ve
iterasyon=1000.

Sekil 4.4: x| ve x, zaman serilerinin faz uzay1 grafigi. Baslangi¢c kosullart x; = 1, x; = 1,
x3 =1, g =1 ve iterasyon=1000.
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Sekil 4.5: x; ve x3 zaman serilerinin faz uzay1 grafigi. Baslangi¢c kosullart x; = 1, x; = 1,
x3 =1, g =1 ve iterasyon=1000.

Sekil 4.6: x| ve x3 zaman serilerinin faz uzay1 grafigi. Baslangi¢c kosullar1 x; = 1, x; = 1,
x3 =1, g =1 ve iterasyon=1000.
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X(3)

X@) ’ X(1)

Sekil 4.7: x;, x, ve x3 zaman serilerinin faz uzayi grafigi. Baslangi¢ kosullar1 x; =1, x, =1,
x3 =1, g =1 ve iterasyon=1000.

Dinamik sistemlerde, ol¢iim cihazlart kullanilarak cekilen veriler genellikle diizenli
araliklarla zaman serileri seklinde kaydedilir. Bu zaman serileri genellikle skaler verilerdir ve
genellikle x(fy) + nAt seklinde ifade edilir. Burada baglangi¢ zamaninda ilk 6l¢iim alinir ve
At cihazda belirlenen sabit bir zaman araligidir. Ikinci 6l¢iim, anindan nAt zamam gegtikten
sonra alinir. Bu sekilde seri devam ettirilerek ol¢iimler alinir. Bu yontem genellikle cok
miktarda veri toplanmasini gerektirir. Bu teknik, temel bir 6zelligi olarak ¢ok miktarda veri

tizerinde calisilmasini icerir.

43. KAOS PARAMETRELERININ HESAPLANMASI GOMME BOYUTU VE
GECIKME ZAMANI

Kaotik zaman serilerinin dogasin1 anlamak i¢in, genellikle sistemin dinamiklerini yeniden
olusturmak i¢in gereken siire ile gdbmme islemi i¢in gereken siire arasindaki iligkiyi aragtiran
bir¢cok calisma bulunmaktadir [88]. Bu ¢alismalar, genellikle karsilikli bilgi ve gecikmeli
gomme gibi yontemler kullanir. Bu yontemlerin temel amaci, kaotik sistemlerin belirli

ozelliklerini ortaya ¢ikarmaktir.
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Ozellikle, "gdmme boyutu" (m) adi verilen bir kavram, bu tiir analizlerde 6nemli bir role
sahiptir. Gbmme boyutu, sistemin dinamiklerini uygun bir faz uzayina yerlestirmek i¢in
gereken zamani ifade eder. Bu zaman araliginin dogru bir sekilde belirlenmesi, potansiyel

dinamiklerin etkin bir sekilde c¢ikarilabilecegi zaman araligini belirlemeye yardimci olur.

GOmme zamanini belirlemek i¢in, genellikle gdmme boyutu (m) ve gecikme zamanm (7)
belirlenir. Bu parametreler, kullanilan test istatistiginin bir iist sinira ulastigir bir noktada
belirlenir. Bu noktada, gomme boyutu, doygunluk noktasinin gerceklestigi zamandaki deger

olarak tamimlanir.

Bu sekilde, kaotik zaman serilerinin dogasini anlamak icin hem gomme siiresi hem
de cekicinin yeniden yapilandirilmasi i¢in gereken siire arasindaki iligskiyi belirlemek
miimkiindiir. Bu iligki, kaotik sistemlerin i¢sel 6zelliklerinden yararlanilarak dogru bir

sekilde belirlenebilir.

Kaotik zaman serilerinin analizine baslarken, ilk adim genellikle olarak adlandirilan gecikme
zamaninn (7) belirlenmesidir. Ciinkii bu, incelenen zaman serisini uygun bir faz uzayinda
yeniden yapilandirmak i¢in gereken ikinci kriterdir, birinci kriter ise gdmme boyutudur (m).
Bu nedenle, dogru (7)’nin se¢ilmesi kritiktir; ¢iinkii yanlis bir (7) se¢imi, faz uzayini dogru

sekilde yapilandiramayabilir [88].

Gecikme zamanini belirlemek i¢in genellikle otokorelasyon fonksiyonu veya karsilikli bilgi
fonksiyonundan faydalanilir. Bu yontemler, zaman serisinin igerdigi yapisal bilgiyi ve
iligkileri degerlendirerek uygun bir gecikme zamani belirlemeye yardimci olur. Bu sayede,

analizde kullanilan verilerin dinamik 6zellikleri daha dogru bir sekilde yorumlanabilir.

X(t) = {x(t),x(t +7), ..., x[t + (m— 1)1]} 4.2)

Gecikme zamani, bir sistem modeli olusturulurken dikkate alinmalidir. Matematiksel
modelleme siirecinde, gecikme zamani belirli bir degiskenin gecmis degerlerine bagh
olarak ifade edilen diferansiyel denklemlerde g6z oniinde bulundurulmalidir [88]. Ayrica,
zaman gecikmeli sistemlerin analizinde, gecikme zamani i¢in uygun bir degerin secilmesi

onemlidir. Bu deger, sistemdeki dinamiklerin dogru bir sekilde temsil edilmesini saglamak
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icin dikkatlice secilmelidir.

dx

B ot 7)e (1~ 7)1t~ )

dX2 X

o (€8 (t = Tuy) — @)x1 (t — Tay) — X2 (f — Ty) (4.3)
dx

d—; =1 —x(t — T )12t — Ty

Denklemlerimizin gdmme boyutunu ve gecikme zamanini belirlemek amaciyla, Matlab
yazilimi kullanarak phaseSpaceReconstruction fonksiyonuyla hesaplamalar gerceklestirdik.

Matlab yazilimi kullanarak asagidaki faz uzay: grafiklerimizi ¢ikardik.

x1 Zaman serisi icin parametre hesaplamalari: Yapilan hesaplamada gecikme zamani 7 =

10 ve gdbmme boyutu m = 3 olarak hesaplanmistir.

Xxp Zaman serisi icin parametre hesaplamalari: Yapilan hesaplamada gecikme zamani 7 =

10 ve gdbmme boyutu m = 3 olarak hesaplanmistir.

x3 Zaman serisi icin parametre hesaplamalari: Yapilan hesaplamada gecikme zamam 7 =

8 ve gbmme boyutu m = 3 olarak hesaplanmustir.

Sistemin kaotik oldugunu dogrulamak icin, verilerin fraktal boyut 6zelliklerine sahip olmasi
ve Lyapunov {istiinlerinden en az birinin pozitif degerde olmas1 gerekmektedir. Bunun i¢in

sistemimizin en biiyiik Lyapunov iistellerinin hesaplanmasi gerekir.

4.4. EN BUYUK LYAPUNOV USTELININ HESAPLANMASI

Lyapunov iisteli, dinamik sistemlerin kararlilik analizi i¢in dnemli bir aractir. Bu kavram, bir
dinamik sistemdeki kaotik davraniglarin kararliligini belirlemek i¢in kullanilir ve sistemdeki
cesitli noktalarin kararhlik olgiitiinii saglayip saglamadigini degerlendirir [87]. Lyapunov
tisteli, bir sistemdeki cesitli baglangic kosullarinin uzayda nasil dagildigini ve bu dagilimin

zamanla nasil degistigini inceler [87].

Lyapunov iisteli, bir dinamik sistemdeki herhangi bir noktanin ¢evresindeki trajektoryalarin
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Sekil 4.8: x; zaman serisi icin faz uzay1 grafikleri. (7 = 10 ve m = 3)
5
al
sl
2l
=~ 1r
8
& 0or
N
qF
2
3k
4+
5
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 -5 4 3 2 1 0 1 2 3 4
X, (1) X, ()
Sekil 4.9: x, zaman serisi icin faz uzay1 grafikleri. (7 = 10 ve m = 3)
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Sekil 4.10: x3 zaman serisi icin faz uzay1 grafikleri. (7 = 8 ve m = 3)
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Largest Lyapunov Exponent: 0.0370359
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Sekil 4.11: x; zaman serisi en biiyiik Lyapunov iisteli grafigi. (7 = 10 ve m = 3)

kararliligin1 degerlendirmek i¢in kullanilan bir matematiksel kriterdir [87].

1Y dx(n+1)
A= r}g{}oﬁ Y ln(d—xn) (4.4)

n=1

Lyapunov iisteli, bir dinamik sistemdeki kaotik davranigin Olciilmesinde yaygin olarak
kullanilan bir aragtir. Bu iistel, sistemdeki kararlilik ve belirsizlik diizeyini belirlemek i¢in
onemli bir ara¢ saglar. Ayrica, Lyapunov iisteli, bir sistemdeki kaotik davranisin dogasi
hakkinda Onemli bilgiler saglar ve sistemin uzun vadeli davranigini tahmin etmek i¢in
kullanilabilir. Pozitif Lyapunov iisleri, bir sistemin kaotik davranig gosterdigini ve kiiciik
baslangic kosulu degisikliklerinin zamanla biiyiidiigiinii gosterirken, negatif Lyapunov iisleri
bir sistemin kararli oldugunu ve baslangic kosulu degisikliklerinin zamanla azaldigim

gosterir [89].
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Sekil 4.12: x; zaman serisi en biiyiik Lyapunov iisteli grafigi. (7 = 10 ve m = 3)
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Sekil 4.13: x3 zaman serisi en biiyiik Lyapunov iisteli grafigi. (7 = 10 ve m = 3)



51

5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde, karanlik madde ve karanlik enerji etkilesimlerinin kaotik bir davranis sergileyip
sergilemedigini test etmeyi amacladik. Bu hedef dogrultusunda, ¢calismamizin baglangicinda
genel kisimlar boliimiinde kozmolojiye dair temel bilgiler sunduk. Kozmoloji konusunu ele
alirken, Biiylik Patlama senaryosunu detayh bir sekilde agikladik ve tartistik. Bu baglamda,
Biiyiik Patlama’y1 destekleyen genel gorelilik kurami ve Friedmann denklemlerinden
bahsettik. Ayrica, evrenin evrim siirecini, yani gelisimini detaylandirdik. Bu siirecte madde
baskin donem ve karanlik enerji baskin donem gibi evreleri analiz ettik. Biiyiik Patlama
teorisinin karmasikliklarindan ve bu teorinin yerini alabilecek alternatif teorilerden biri
olan ¢evrimsel kozmoloji teorilerinden de bahsettik. Karanlik madde ve karanlik enerji
etkilesimini termodinamik yasalar ¢ercevesinde nasil analiz edildiginden bahsettik. Bu tezde
termodinamik olarak etkilesen acik iki sistem i¢in Onerilen etkilesim modelini revize ettik ve

etkilesim revizyonunu karanlik enerji ve karanlik madde etkilesimi i¢cni uyguladik.

Kaos analizi yapabilmek icin Oncelikle denklemlerimizin faz uzaylarini ¢izdik. Faz
uzaylarint x; — x, x| — x3, x3 — x» diizlemlerinde c¢izerek sistemin kaotik olup olmadigin
inceledik. Olusturdugumuz denklemleri tek tek inceleyelim. x1,x; ve x3 i¢cin 1000 iterasyon
boyunca c¢izilen zaman serilerini yani Sekil 4.1:,Sekil 4.2: ve Sekil 4.3: grafiklerini analiz
ettigimizde, grafiklerin diizgiin bir trende sahip olmadigini ve zaman serisinde ani
degisiklikler oldugunu gézlemlemekteyiz. Bu tiir bir zaman serisi, verilen denklemlerimizin
kaotik davranig sergileme olasiliginin yiiksek oldugunu gostermektedir.Daha sonra, x; —
X2, X1 —x3 ve x3 — x» degiskenlerimizin faz uzaylarimi ¢izdik. Cizdigimiz faz uzayi
grafiklerini analiz ettifimizde, x; — xp icin iki degigsken sisteminin birbirine gore
zamanla nasil degistigini gormekteyiz. Sekil 4.4:’te cizdigimiz grafikte iki ¢eker (attractor)
oldugunu goézlemliyoruz. Bu, iki de8isken sistemimizin birbirine gore kaotik davranig
sergileyebilecegini gostermektedir. Ayni sekilde, x3 — x» degiskenlerinin faz uzaylarini
cizdigimizde Sekil 4.5: de iki ¢ekerin acik bir sekilde goriildiigiinii belirlemekteyiz. x; —
x3 degiskenlerinin faz uzayr grafiklerini ¢izdigimizde Sekil 4.6: yine ayni sekilde iki
ceker oldugunu kolaylikla gozlemleyebiliyoruz. Bu durumda, tiim degiskenlerimizin birbiri

tizerindeki faz uzaylarini ¢izdigimizde, yani Sekil 4.7:’de oldugu gibi, gozle goriiliir sekilde
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iki ¢ekicinin (attractor) varli§im gorebiliyoruz. Bu durum, denklemlerimizin davraniglarinin
kaotik olabilecegini gostermektedir. Ancak, sadece faz uzaylarim ¢izmek kaosun varligimi
kanitlamak icin yeterli olmadigindan, gomme boyutunu ve gecikme zamanina gore
grafiklerimizi xj, xp, x3 degerleri icin tek tek hesaplayip grafiklerini ¢izdik. x; igin
gecikme zamanimizi (7) 10 olarak, gdmme boyutu (m) 3 olarak hesapladik ve ¢izdirdigimiz
grafigimizde Sekil 4.8: ise x| (f) —x; (r 4 10) ve x; () —x1 (£ +20) icin tekrardan faz uzayinda
oldugu gibi iki cekici oldugunu gozlemledik. Ayni durumu x; icinde yaptik ve gecikme
zamanimizi (7) 10 olarak, gomme boyutu (m) 3 olarak bulduk. Grafiklerini x,(¢) — x,(z 4 10)
ve xp () — x2(t 4 20) olarak ¢izdirdigimizde Sekil 4.9: faz uzay1 ¢izimimizde oldugu gibi iki
cekici oldugunu gozlemledik. Son olarak x3 i¢inde gerekli hesaplamalar1 yaptik ve gecikme
zamanmimizi (7) 8 olarak, gomme boyutu (m) 3 olarak bulduk. Grafiklerini x3(¢) — x3(7 + 8)
ve x3(t) —x3(t 4+ 16) olarak ¢izdirdigimizde Sekil 4.10: faz uzay1 ¢izimimizde oldugu gibi

iki ¢ekici oldugunu gozlemledik.

Cizdigimiz bu grafikleri inceledigimizde denklemlerimizin kaos verdigi konusunda emin
olmaya basladik ciinkii grafiklerimize baktigimizda kaos i¢in onemli olan cekici etkisini
gorebildik. Daha sonra, denklemlerimizin kaos verip vermedigi konusunda daha da
emin olabilmek i¢in Lyapunov grafiklerini de inceledik. Lyapunov {istelini hesaplamak
denklemlerimizin baglangi¢ kosullarina olan hassasiyetini 6l¢gmekte bize yardimci olur ve bu
sayede sistemin kaotik olup olmadigint anlamamizi saglar. Bu kapsamda, ii¢ degisken i¢in
ayr1 ayr1 Lyapunov grafiklerini ¢izdik Sekil 4.11:, Sekil 4.12: ve Sekil 4.13: ve Lyapunov
istellerini hesapladik. Elde ettigimiz Lyapunov iistel degerlerinin pozitif olmasi, sistemin

kaotik oldugunu gostermektedir.

Aydiner tarafindan Onerilen karanlik madde ve karanlik enerjinin Tip-I etkilesim
denkleminin modifiyesini yaptik. Kararlilik analizi gerceklestirdik ve sabit noktalarda
denklemimizin kararsiz oldugu sonucuna ulastik. Yapilandirilmis faz uzaylarini ¢izdik ve
bu faz uzaylarim kullanarak en biiyiik Lyapunov iistelini hesapladik. Buldugumuz Lyapunov
degerleri sistemimizin kaos oldugu konusunda yiiksek oranda emin olmamizi sagladi. Son
olarak, eslesmis etkilesen termodinamik sistemlerde sadece karanlik enerji ve karanlik

madde icin degil bagka bir cok etkilesen sistem i¢in denklemlerimiz genellestirilebilir.

Hesaplamalarimiz sonucunda, elde ettigimiz ii¢c Lyapunov iistel degerinin de pozitif

oldugunu gordiik. Bu sonug, olusturdugumuz denklemlerin karanlik madde ve karanlik
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enerji etkilesim denklemlerinin kaotik davranis sergiledigini gostermektedir. Bu bulgular,
kozmolojik modellerin ve karanlik bilesenlerin dinamiklerinin anlasilmasinda yeni

perspektifler sunmaktadir.
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