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OZET

YUKSEK LISANS TEZi

KARANLIK MADDE VE KARANLIK ENERJI ETKILESIMLERININ
INCELENMESI

Hatice BASER

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Fizik Anabilim Dal

Damisman: Prof. Dr. Ekrem AYDINER

Bu tez calismasinda, karanlik madde ve karanlik enerji arasindaki etkilesimin dinamigi
analiz edilmistir. Tezin genel kisimlarinda, ©Oncelikle kozmolojideki temel kavramlar,
karanlik enerji ve karanlik madde hakkinda kisaca bilgi verilmis ve karanlik sektor arasindaki
etkilesim modelleri incelenmigstir. Malzeme ve yontem kisminda, Aydiner tarafindan 6nerilen
karanlik madde ve karanlik enerji etkilesim denklemleri modifiye edilerek yeni bir etkilesim
denklemi elde edilmigtir. Elde edilen bu modifiye denklemde karanlik madde ve karanlik
enerji, etkilesimli termodinamik sistemler olarak ele alinmigtir. Modifiye etkilesim denklemi
Matlab uygulamasiyla numerik olarak c¢oziilerek zaman serileri ve faz uzaylar1 elde
edilmis ve denklemin kaos analizleri yapilmistir. Bulgular kisminda, modifiye denklemin
kararlilik analizleri yapilarak sabit noktalar hesaplanmis ve Jacobian matrisi ¢oziimleriyle
sabit noktalarin kararlilig1 incelenmistir. Modifiye denklemde karanlik bilesenleri temsil
eden degiskenlerin zamanla degisen dinamikleri zaman serileriyle gézlemlenmistir. Zaman
serilerinin yeniden yapilandirilan faz uzayi grafikleri ¢izilmis ve en biiyiik Lyapunov iistel
degerleri hesaplanmistir. Elde edilen sonuglar, karanlik madde ile karanlik enerji arasindaki
etkilesimin kaotik oldugunu gostermistir.

Temmuz 2024, 78 sayfa.

Anahtar kelimeler: Kozmoloji, Karanlik Madde, Karanlik Enerji, Etkilesim, Kaos
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SUMMARY

M.Sc. THESIS

INVESTIGATION OF THE DARK MATTER AND DARK ENERGY
INTERACTIONS

Hatice BASER

Istanbul University

Institute of Graduate Studies in Sciences

Department of Physics

Supervisor: Prof. Dr. Ekrem AYDINER

In this thesis study, the dynamics of the interaction between dark matter and dark energy have
been analyzed. In the general sections of the thesis, fundamental concepts in cosmology, as
well as brief information about dark energy and dark matter, were provided, and models of
interaction between dark sectors were examined. In the Materials and Methods section, the
interaction equations proposed by Aydiner for dark matter and dark energy were modified
to obtain a new interaction equation. In this modified equation, dark matter and dark energy
are considered as interacting thermodynamic systems. The modified interaction equation
was numerically solved using Matlab application, resulting in time series and phase space
diagrams, and chaos analyses of the equation were performed. In the Results section,
stability analyses of the modified equation were conducted, with fixed points being calculated
and the stability of these fixed points being examined using Jacobian matrix solutions. The
time-dependent dynamics of the variables representing dark components in the modified
equation were observed through time series. The reconstructed phase space graphs of the
time series were drawn and the largest Lyapunov exponential values were calculated. The
results obtained indicate that the interaction between dark matter and dark energy is chaotic.

July 2024, 78 pages.

Keywords: Cosmology, Dark Matter, Dark Energy, Interaction, Chaos
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1. GIRIS

Evreni anlama cabasi, tiim insanligin en eski ve en 6nemli problemlerinden birisidir. Bu
konuda sayisiz teori ileri siirlilmiis olmasina ragmen, bu caba halen siirmektedir. Modern
bilimin gelismesiyle birlikte, bu caba daha sistematik hale getirilmis olup, bu seriiven teori,
gozlem ve deneylerle devam ettirilmektedir. Bu yolda epeyce ilerleme kaydedilmis olsa
da, halen modern bilimi mesgul eden ve heniiz yanitlanamayan bir¢ok fizik ve kozmoloji
problemi oldugunu sdyleyebiliriz. Yapilan gézlemler ve sunulan teoriler, icinde yasadigimiz
evrenin bir baslangic1 oldugunu, evrimleserek karmasiklastigini ve genisleyerek bugiinkii

halini aldigin1 soylemektedir.

Genislemekte olan evrenimizin cesitli asamalardan gegerek evrimlestigini biliyoruz. Bu
stireclerde madde, karanlik madde ve karanlik enerjinin 6nemli bir rol oynamis oldugu
aciktir. Karanlik sektoriin dogasi bugiin tam olarak ¢oziilmiis degildir. Ancak yapilan
gozlemler karanlik madde ve karanlik enerjinin varlig1 hakkinda giiclii kanitlar sunmaktadir.
Evreni olugturan bu bilegenlerin etkilesimde oldugunu 6ne siiren bir ¢ok teori ve bilimsel
calisma mevcuttur. Evrenin tiim siireclerini bir tez calismasinda ele almak tez calismasinin
boyutunu asacagi kesindir. Bu nedenle, bu tez ¢calismasinda sinirli bir sekilde karanlik madde
ve karanlik enerjinin etkilesim problemini ele alacagiz. Karanlik madde ve karanlik enerji
etkilesim modelleri, bu bilesenlerin enerji yogunluklarinin toplaminin korundugu ancak
herbirinin enerji yogunluklarinin ayr1 ayri tanimlandigr modellerdir. Bu modellerde karanlik
enerji skaler alanlar ya da akigkanlar cinsinden tanimlanir. Secilen bir etkilesim parametresi
ile enerji yogunluklari, karanlik madde ve karanlik enerji i¢in yeniden yazilir. Bu modeller
etkilesim parametresinin aldig1 degerlere gore tesadiif sorunu, ince ayar problemi gibi

standart modelin a¢iklayamadig1 sorunlari hafifletebilmekte hatta ¢6ziim getirebilmektedir.

Bu dogrultuda, bu tez calismasinda Aydiner tarafindan ileri siiriilen karanlik madde
ve karanlik enerji etklesimini temsil eden yeni etkilesim semasi ve bu semaya ait
etkilesim denklemleri incelenecektir (Aydiner, 2023). Bu etkilesim denklemlerinin dayandigi
varsayimlar ve denklemlerin elde edilme asamalarina yer verilecektir. Bu denklemler revize
edilerek yeni bir modifiye etkilesim denklemi elde edilecektir. Karanlik madde ve karanlik

enerji etkilesimini temsil eden modifiye etkilesim denklemi niimerik olarak ¢oziilecek ve



etkilesimin dinamigi incelenecektir.

Tezin genel kistmlar boliimiinde ilk olarak standart kozmolojik model, biiyiikk patlama
teorisi ve alternatif karanlik enerji modelleri kisaca incelenecektir. Ardindan, karanlik madde
ve karanlik enerji etkilesim modelleri detayli olarak ele alinacaktir. Aydiner’in sundugu
etkilesim semasi modifiye edilerek 0zel sartlar altinda karanlik madde ve karanlik enerji
etkilesimi incelenecektir. Onerilen yeni denklem sistemi icin analitik ¢oziimler ve kararlilik
analizleri yapilacak, zaman serileri elde edilecek, bu zaman serilerinden faz uzay: grafikleri

cizilecek ve Lyapunov iistelleri elde edilerek denklem sistemi i¢in kaos analizi yapilacaktir.

Tezin organizasyonu soyledir: Genel kisimlar boliimiinde Standart Kozmolojik Model,
Biiyiik Patlama Teorisi, Alternatif Karanlik Enerji Modelleri, Karanlik Madde ve Karanlik
Enerji Etkilesimleri ele alinacak ve tanitilacaktir. Ayrica Kaos Fizigi hakkinda bilgi verilecek

ve kaos analizi i¢in temel kavramlar sunulacaktir.

Malzeme ve yontem kisminda yeni 6nerilen modifiye etkilesim denklemi verilecek ve kaotik

zaman serileri analizi yontemleri sunulacaktir.

Tezin bulgular kisminda modifiye etkilesim denklemi i¢in kararlilik analizi yapilacaktir.
Sabit noktalar hesaplanacak ve sabit noktalarin kararliligi Jacobian matris ¢oziimleriyle
incelenecektir. Denklemlerin zaman serileri elde edilecek, zaman serilerinden faz uzayi
analizleri yapilarak faz uzay1 grafikleri c¢izilecektir. Cizdirilen faz uzay1 grafikleri yeniden
yapilandirilacak ve Lyapunov iistelleri elde edilerek kaos analizi yapilacaktir. Son olarak

elde edilen sonuclar ve bu sonuclarin kozmoloji ile iligkisi ve 6nemi tartisilacaktir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. KOZMOLOJININ TEMELLERI

Evrenin olugumu, bilim diinyasinin en tartismali alanlarindan biri olarak kabul edilen Biiyiik
Patlama teorisiyle aciklanir. Bu teoriye gore, evrenimiz yaklagik olarak 13,8 milyar yil 6nce,
yogun ve sicak bir noktada, sonsuz bir yogunluk ve sicaklikla bagladi (Delsemme, 1998).
Patlama ile evren genislemeye bagladi ve evren giiniimiizdeki bilgilere gore halen siirekli
olarak genislemeye devam ediyor (Roos, 2008). Evrenin baslangici, heniiz fizik yasalari
ve kavramlan ile tam olarak agiklanamadig1 icin bu siireci kesin bir zaman ¢izelgesiyle
ifade etmek zor olabilir. Ancak su ana kadar elde edilen bilimsel bilgilere dayanarak,
evrenin baglangicimin 13,8 milyar y1l once oldugu kabul edilir. Gelecekteki evrenin sonu
hakkinda kesin bir bilgiye sahip degiliz. Fakat baz1 kozmoloji modelleri, evrenin bir noktada
ya geniglemesinin duracagini ve tersine cevrilecegini (biiyiik ¢okiis), ya da genislemenin
sonsuza kadar devam edecegini One siirer. Ancak, heniiz kesin bir sonuca ulasmis degiliz.
Evrenin karmagik yapisini olusturan ve evrenin dinamik evrimi iizerinde etkili olan bilesenler

cesitlidir. Bunlar1 kabaca 4 baslikta 6zetleyebiliriz:

1. Madde: Evrenin temel yap1 tasidir. Atomlar, molekiiller, gezegenler, yildizlar ve

galaksiler gibi farkli sekillerde bulunabilir.

2. Radyasyon: Elektromanyetik radyasyon, 1sik, radyo dalgalari, mikrodalgalar ve
X-1gmlart gibi ¢esitli formlarda mevcuttur. Biiyiikk Patlama’nin bir sonucu olarak

evrenin erken donemlerinde yogun bir radyasyon alani vardi.

3. Karanlik Madde: Goriiniir maddeyi olusturan atomlar ve molekiillerden farkli
olarak, karanlik madde adi verilen gizemli bir madde evrenin biiyiik bir kismini
olusturmaktadir (Zwicky, 1933). Karanlik madde, evrenin kiitlecekim etkilerini

gozlemledigimizde fark edilen ancak dogrudan gézlenemeyen bir maddedir.

4. Karanlk Enerji: Evrenin genislemesini hizlandiran gizemli bir enerji formu olarak
kabul edilir. Karanlik enerjinin dogast ve etkileri hala tam olarak anlagilmamustir,

ancak evrenin genislemesinde kritik bir rol oynadigina inanilmaktadir.



Einstein’in alan denklemleri, Genel Gorelilik Teorisini agiklayan ve bu teoriye temel olan
denklemlerdir (Einstein, 1915). Bu denklemler, kiitlecekimi alaninin yapisimi ve hareketini
tanimlar. Genel gorelilik, kiitlegcekiminin bir uzay-zaman egriligi yarattifini ve cisimlerin
bu egrilikte nasil hareket ettigini agiklar (Einstein, 1916). Einstein’in alan denklemleri,
uzay-zaman egriliginin geometrisini belirleyen diferansiyel denklemlerden olusur. Temelde,
kiitle ve enerjinin uzay-zamanin geometrisini nasil etkiledigini tanimlar. Bir maddenin
kiitlesi ve enerjisi, uzay-zamani biikerek baska cisimlerin bu egrilik iizerinde nasil hareket
edecegini belirler ve herhangi bir kiitlenin veya enerjinin uzay-zaman egriligini nasil
etkiledigini hesaplamak icin kullanilir. Albert Einstein’ in Genel Gorelilik (GG) kurami

modern kozmolojinin ortaya ¢ikmasin saglamistir (Hartle, 2021).

2.1.1. Homojenlik ve izotropi: FLRW Metrigi

Kozmolojik ilkeye gore evren biiyiik uzaklik dl¢eklerinde (yaklasik 100M pc) homojen ve
izotropiktir. Bir parsek yaklasik olarak 3,26 151k yil1 kadarlik mesafeye yada 30,85 trilyon
kilometreye esittir. Evrenin homojen olmasi 6zelliklerinin her yerde ayni olmasi1 demektir.
Izotropik olmast ise evrende tercih edilen bir yoniin olmadig1 yani evrenin es yonlii olmasi
anlamma gelir. Diger bir deyisle uzayda hangi yone bakarsak bakalim hep aymi yapilari
goriiriiz. Homojenligi dogrudan tespit etmek zor olmasina ragmen 6zellikle biiyilk mesafe
Olceklerinde galaksilerin dagilimi ve Hubble yasasinin ¢ikarimlart homojenlige bazi kanitlar
saglar. 1964 yilinda kesfedilen ve biitiin evreni kaplayan kozmik mikrodalga arka plan
1s1mas1 (CMB) izotropiye en biiyiik kanittir (Penzias ve Wilson, 1965). WMAP ve PLANCK
uydulan tarafindan hassas olarak olciilmiistiir. 2,725 K sicakliginda 6lgiilen bu 1stmanin

Biiyiik Patlamanin (BP) termal kalintis1 oldugu varsayilmaktadir (Ade ve dig., 2016).

Evreni kozmik bir akigkan olarak diisliniirsek, galaksilerin hareketini akigkanin ig¢indeki
temel parcaciklarin hareketine benzetebiliriz (Saha, 2018). Akigskan1 olusturan her parcacik
jeodezik yoriingeleri takip eder. Dolayisiyla uzay-zamanin her noktasindan gecen tek bir
jeodezik vardir. Boylece galaksiler birbiri ile kesismeyen yollarda evrenin genislemesi ile
birlikte birbirinden uzaklasir (Weyl Postiilat1). Homojenligi ve izotropiyi iceren uzay-zaman
metridi (r, 8, ¢) kiiresel koordinatlarinda

dr?

2 2 2
ds“ = —dt“+a <l—kr2

+r2de* + rzsinzed(])z) (2.1



seklinde verilir.  Yukarida 4-boyutlu uzay-zamanda tanimlanan bu metrige
Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) metrigi denir (Chimento ve Jakubi,
1996). Burada a uzaysal koordinatlardan bagimsiz zamansal koordinat #* ye baglh olan 6l¢ek
faktoridiir (a = a(t)). k ise uzay-zaman egriligini gosteren bir sabittir ve 1,0, —1 degerlerini
alabilir. kK = 1 ise kapali bir evren, k = 0O ise diiz bir evren, k = —1 ise agik bir evren var

demektir. Skaler egrilik FLRW uzay zamanindan

R= 6k+a:—2+da (2.2)
olarak elde edilir. a bir sabit ve kK = 0 oldugunda R kaybolur. Bu durum Minkowski
uzay-zamanina karsilik gelir. Egri uzay-zaman i¢in R sifir olmayabilir. Standart kozmolojik
modelde evren tekillikten basglar. Bu baslangic zamani i¢in @ = 0’a karsihik gelir.
Kretschmann egrilik skaleri evrenin baglangicinda tekillik ima eder. Kretschmann egrilik
skaleri FLRW metrigi i¢in asagidaki gibi verilir:

k4 2ka? + a* + id*a®

4 (2.3)

K=R"PR, op =12
a

Burada R*V®P Riemann tensoriidiir. Yukaridaki ifade a = 0 igin 1raksar.

2.1.2. Friedman Denklemleri

Evrendeki madde icerigini bildigimizi varsayarsak (7*") Einstein alan denklemlerinden
(Einstein, 1915) olgek faktorii a(r) ve k *y1 bulabiliriz. Standart kozmolojik modelde madde

alanlarin1 miitkemmel bir akigkanin enerji-momomentum tensorii ile tanimlayabiliriz:
™™ = (p + p)utu’ + pg"". (2.4)

Denklemde verilen p akigkanin enerji yogunlugunu p ise basincini belirtmektedir. u*

akigkanin dortlii hizidir ve g, metrik tensor bilegenidir. Einstein alan denklemi (EFE)

1
G’uv = R’u\/ — Eg’uvR = SﬂT#v (2.5)



olarak verilir (Einstein, 1915; Weinberg, 1972). Gy Einstein tensoriidiir. R,y Ricci tensorii

ve R Ricci skaleridir. Kapali bicimde Einstein alan denklemi,
G’uv — KT“V (2.6)

seklinde verilir. Akigkanin dortlii hiz vektoriinii u* = (1,0,0,0) seklinde verebiliriz. Simdi
(2.1) ve (2.4) denklemleri ile (2.5) alan denkleminden ¢6ziimler elde edilebilir. Einsten alan

denkleminin ¢z bileseni birinci Friedmann denklemini verir :

Gy k87, 2.7)

Bu denklemi asagidaki gibi yazabiliriz:

k 81
H>+ = == 2.8
+a2 3 P ( )

Burada H Hubble parametresidir ve H = d/a ile verilir. Einstein alan denklemlerinin rr, 66

ve ¢ ¢ bilesenleri ikinci Friedmann denklemini verir (Friedman, 1999):
d 4w
Z__= 3 2.9
_ =~ (p+3p) (2.9)
Hubble parametresini kullanarak yukaridaki denklemi agagidaki gibi yazabiliriz:

. 4
H+H2:—?n(p+3p). (2.10)

Elimizde (2.7) ve (2.9) olmak iizere iki adet denklemimiz var. U¢ adet bilinmeyen (p,p,a)
s0z konusudur. Bu denklemleri ¢6zebilmek icin p ve p arasindaki iligkiyi bilmek gerekir. En

basit formda hal denklemi asagidaki gibi tanimlanir:

p=wp. (2.11)

Burada w sabittir ve hal denklemi parametresi olarak isimlendirilir. Belirli degerler i¢in w
fiziksel durumlara karsilik gelir. Ornegin, w = —1 vakum enerjisine karsilik gelirken w = 0

madde baskin déneme, w = 1/3 radyasyon baskin doneme karsilik gelir.



2.1.3. Evrenin Gozlemlenebilir Parametreleri

Hubble Parametresi H: Edwin Hubble yaptig1 gozlemler sonucunda galaksilerin tayfinin
kirmiziya kaydigimi kesfetmistir (Hubble, 1929). Bu kesif standart kozmolojide evrenin
genisledigine dair en biiyiik kanit olarak belirtilmektedir. Evrenin genisleme orani asagidaki

gibi tanimlanan Hubble parametresi ile ol¢iiliir:
H="—"2 (2.12)

Hubble sabiti, belirli bir epoktaki Hubble parametresinin degerini belirtmektedir. Giiniimiiz
icin Hubble sabitini (Hp) ile gosterirsek, gozlemler Hy = 70 + 10(km/s) /M pc oldugunu
gostermektedir (1M pe = 3,09x10'°km) (Saha, 2018).

Yavaslama Parametresi ¢g: Evrenimizin gozlemlenebilir parametrelerinden birisi de
asagidaki gibi tanimlanan yavaslama parametresi ¢ ’dur. Yavaglama parametresi hizlanarak

ya da yavaglayarak genisleyen evren dinamigini tanimlar. Bu parametre asagidaki gibi verilir:
g=—— (2.13)

g > 0 olmasi evrenin yavaslayarak genisledigini, ¢ < 0 olmasi evrenin hizlanarak

genisledigini ima etmektedir.

Yogunluk Parametresi Q: Evrenin gozlemlenebilir 6nemli parametrelerinden biride
yogunluk parametresi  dir. 2 evrendeki ortalama kiitle yogunlugunun, bu yogunlugun kritik

degerine orani olarak tanimlanir:
Q- p=1 (2.14)

Buradan kritik yogunluk p. su sekilde tanimlanir:

_ 3H?

pe=" (2.15)



Friedman denklemi (2.8), yogunluk parametresi cinsinden su sekilde ifade edilir:

k
Denklem (2.16)’da €’ ya gore k "nin isareti belirlenebilir:
pP<pPcrQ<1k<O,
P=p:Q=1<k=0,
P>p = Q>1k>0 (2.17)

Buna gore yogunluk parametresi Robertson-Walker geometrisindeki iic durumdan

hangisinin evrenimizi tanimladigini belirler.

Tablo 2.1: Evrenin k uzay-zaman egriligi sabitine gére durumlari.

"k" Degeri  Evrenin Sekli
k=-1 Acik Evren
k=0 Diiz Evren
k=1 Kapal1 Evren

2.1.4. Friedman Denklemlerinin Coziimii

Genel gorelilikte enerji korunumu enerji-momentum tensoriiniin kovaryant tiirevinin sifir

olmasina karsilik gelir:
VTR = 0 (2.18)
Enerji-momentum tensoriinii miikemmel akiskan olarak alirsak, yukaridaki ifadeden
p+3H(p+p)=0 (2.19)

elde edilir. Bu denklem siireklilik denklemi olarak adlandirilir. Denk. (2.11)’de verilen hal
denklemini yukarida kullanirsak, yogunluk parametresi ve dlgek faktorii arasindaki ¢6ziim

asagidaki gibi elde edilir:

p o g 3w (2.20)
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Hal denklemi parametresi w ~ ya bagh olarak evrendeki farkli donemler i¢in yogunluk

ifadeleri asagidaki gibi verilir:

1
w=20 — o< — toz (2.21)
a
1 1
w= = — poc — radyasyon (2.22)
3 a
w=—1 — p=A vakum (2.23)

k = 0 yani diiz bir evren durumunda (2.20) ifadesiyle beraber (2.7) Friedmann denkleminden

at) = ap (1)3(‘“ 2.24)

Io

cozimil elde edilir (Saha, 2018). Burada ag ve fy giiniimiizdeki 6l¢gek faktorii ve zamani

gostermektedir.

Siradan madde i¢in p + 3P > 0 ve dolayisiyla Friedman denklemi (2.9)’da ¢ < 0 anlamina
gelir; yani Evren statik olamaz. Ancak 20. yiizyilin baslarinda evren duragan kabul
ediliyordu. Bu belirgin sorun Einstein’ nin alan denklemlerini degistirerek kozmolojik
sabit A’y1 teoriye dahil etmesine yol acti (Einstein, 1917). A’nin varliginda (2.8) ve (2.9)

ifadelerinde verilen Friedman denklemleri asagidaki gibi verilir:

8 A k

H? = ?p + g - ;, (2.25)
a 4r A
LIPS (2.26)

Einstein evreni, madde durumunda (p = 0) evreni statik hale getirecek kaybolmayan
kozmolojik bir sabit ile tanimlanan kozmolojik modeldir. Eger ¢ = d = 0 olarak kabul

edersek, yukaridaki (2.25) ve (2.26) denklemlerinden,

p=-— a=— ve k=1 2.27)

elde ederiz (Bambi, 2018). Einstein evreni kararsizdir, yani kii¢iik dalgalanmalar onun ya
cokmesine ya da genislemesine neden olur. Hubble’ 1n evrenin genisledigini kesfetmesinden

sonra kozmolojik sabit gecici olarak Einstein denklemlerinden ¢ikarildi.
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2.2. KARANLIK MADDE VE KARANLIK ENERJi

Son yillarda Riess ve arakadaslarinin kurdugu arastirma ekiplerinin kozmoloji alaninda
yaptig1 calismalar Evrenimizin sadece genislemedigini ayni zamanda ivmelendigini de
gostermistir (Perlmutter ve dig., 1999). Evrenin hizlanarak genislemesine sebep olan bu
kozmik ivmenin kaynaginin karanlik enerji (KE) oldugu diisiiniilmektedir. Sagirtic1 bir
sekilde karanlik enerji Evren boyunca esit dagilmistir. Evrenin geniglemesi onun etkisini
azaltmaz. Karanlik enerjinin Evren iizerinde kiiresel bir etkisi oldugu sonucuna varilmigtir.
Bu etki Evrenin geniglemesini hizlandiracak bir mekanizma gorevi goren itici bir kuvvete
yol acgar. Son yillarda yapilan kapsamli calismalara ragmen kozmologlar icin karanlik
enerjinin dogas1 ve kokeni hala tam olarak agiklanabilmis degildir. Yapilan gozlemler
sonucu elde edilen veriler, Evreni olusturan bilesenlerin yaklagik %68’ nin karanlik enerji
(KE), %27’sinin karanlik madde (KM) ve %5’ nin siradan madde veya baryonlar oldugunu
gostermistir (Collaboration ve dig., 2020). Bu boliimde Evrenin karanlik bilesenleri KE ve

KM gozlemler sonucunda elde edilen veriler 151g1nda incelenecektir.

Tablo 2.2: Evreni olusturan bilesenler ve yiizdeleri.

Bilesen Evrendeki Yaklagik Yiizdesi
Karanlik Enerji %68
Karanlik Madde %27
Madde %5

2.2.1. Karanhk Madde

Evren hakkinda bilinenin aksine yapilan en beklenmedik agiklamalardan biri evrende
hakim olan maddenin bilinen siradan baryonik madde disinda, 1si1ma yapmayan ve
miktar1 evrendeki maddenin yaklasik bes kati kadar olan karanlik madde oldugudur
(Peter ve dig., 2014). Karanlik maddenin varlig1 standart kozmolojide mikrodalga arka
planindaki anizotropilerin gozlenmesi, galaksi kiimesi hiz dagilimlari, biiyiik 6l¢cekli yapi
dagilimlari, yercekimsel merceklenme calismalart ve galaksilerden X 1sin1 Olciimleri
nedeniyle giiniimiizde kabul gérmektedir. Yapilan kiitle yogunlugu olc¢iimlerinde evrenin
kiitle yogunlugunun kritik yogunlugun (p.) %30’u kadar bir degerde oldugu gozlenmistir.
Evren uzaysal olarak neredeyse diiz oldugundan evrenin enerji yogunlugunun yaklasik

%70’ nin hesaba katilmadan kaldig1 goriilmiistiir. Geriye kalan hesaba katilmayan bu kisim
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KM ve KE’ye atfedilmistir. Bu bolimde KM ve KE’nin varligina isaret eden durumlar

incelenecektir.

2.2.2. Karanhk Maddeye Iliskin Gozlemsel Kamtlar

Galaksilerin ve Galaksi Kiimelerinin Hiz Dagilimlari: Karanlik maddenin varligina dair
ilk kanitlar Zwicky nin biiyilik gokada kiimelerinin kiitlelerini tahmin etmeye yonelik yaptigi
calismalara dayanmaktadir. Bilyiik bir galaksi kiimesindeki galaksilerin hiz dagilimlarindan
elde edilen galaksi kiimesinin dinamik kiitlesinin, onlarin 11kl kiitlelerinin en az yiiz kati
oldugu bulundu. Bu durum Zwicky’nin, bu tiir kiimelerdeki maddenin ¢ogunun bilinenin
aksine yildizlar ve yildiz kiimeleri gibi parlak nesnelerden olusmadigi, 151k yaymayan
maddeden olustugu sonucuna varmasina yol acti (Zwicky, 1937). Yildizlar i¢cin merkezdeki

cizgisel hiz y1ldiz yaricap ile iligkilidir:

V(r)=/ %4 (2.28)

Denklemde V(r) cizgisel hizi, r yoriinge yaricapini, M ise bu yoriingedeki kiitleyi verir.
Dolayisiyla donme hizinin V' o< r7 kadar diigsmesi gerekir. Ancak biiyiik 6l¢eklerde donme
egrisi diizlesir ve bilyiik yarigaplarda hiz sabit olur. Bu durum r ile orantili olarak kiitlenin

biiylimeye devam ettigi bilgisini verir.

Gokada Kiimelerinin X Isim Gozlemleri: Gokada kiimelerindeki X 1511 gozlemlerinde
genisletilmis emisyon Olctimleri, gokada kiimesinin hacmi boyunca dagilmis sicak gazin
varligin1 gosterir. Tahmin edilen bu sicak gaz kiimesini bir arada tutmak i¢in gereken kiitle
biiylik miktarda KM olmasim gerektirir. Gokada kiimesinin karanlik maddenin yergekimi ile
bir arada tutuldugu gozlemler sonucu elde edilmistir (Dietrich ve dig., 2012; Vikhlinin ve

dig., 2006).

Kiitlecekimsel Merceklenme: Galaksi (Gokada) kiimelerinin, kendilerinden daha uzakta
bulunan galaksilerden yayilan 15181 biiyiik kiitleli yapilarindan dolay1 olusan kiitlecekimsel
alan nedeniyle biikkmesi yani saptirmasidir. Uzaktaki bir galaksiden diger galaksinin
merkezine ulasan 151k merkezdeki kiitle yogunlugunun ¢ekimsel etkisiyle sapar ve yeniden
yonlendirilir. Boylece 15181n ait oldugu galaksinin bir¢ok goriintiisii olusur. Bu en basit

kiitlecekimsel merceklenme tiiriidiir. Milkemmel bir merceklenme olay1 gergeklestiginde
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Einstein Halkas: adi verilen tam veya tama yakin bir 1s1k halkast olusur. Bu halka
goriiniimleri galaksi kiimelerinde bulunan madde dagilimlarinin nasil oldugu hakkinda bilgi
verir. Goriintiiler maddenin hem goriinen kismimin hem de goriinmeyen karanlik kisminin

uzaydaki dagilimi hakkinda bilgi verir (Schneider ve dig., 2006).

2.2.3. Karanlk Enerji

(2.9) denkleminden goriilecegi gibi p + 3p < Ovew < ’Tl oldugunda evrenin hizlanarak
genisgleyecegi anlasilir. Boyle bir hizlanmanin gerceklesebilmesi icin negatif bir basincin
olmasi gerektigi agikca goriiliiyor. Bu negatif basinci saglayan, evrenin genislemesine neden
olan enerji Karanlik Enerji (KE) olarak adlandirilir. KE’ nin varligina dair gozlemsel
kanitlar; uzak siipernovalardan (Snla tipi) alinan gozlemler, CMB iizerindeki sicaklik
dalgalanmalari, Baryon Akustik Salimimi olctimleri, galaksilerin ve galaksi kiimelerinin
dagilim olarak verilir (Weinberg, 2005). KE i¢in hal denklemi parametresi p = wp olarak
yazilabilir. Akigskanlarin giiclii enerji kosulunu (GEK) saglamasi icin p +3p > 0 ya da
w > — % olmalidir. Buradan KE ’nin evrenin hizlanmasim saglamak icin GEK’ 1 ihlal
etmesi gerektigi sonucuna varilir. Evrenin hizlanarak genislemesine neden olan bu kozmik

ivmeyi agiklamaya yonelik mevcut olan alternatif yaklagimlar1 bu boliimde inceleyecegiz.

Kozmolojik Sabit: i1k olarak Einstein (1917) tarafindan statik bir evren elde etmek amaciyla
GG teorisine ek olarak ortaya atilan kozmolojik sabit, boslugun enerji yogunlugu olarak
tanimlanir. Hubble’ 1n galaksilerin birbirinden uzaklastigin1 kesfetmesinden sonra Einstein
alan denklemlerindeki kozmolojik sabit dogrulugunu yitirmisti. Kozmolojik sabit, evrenin
ge¢ zamandaki hizlanmasindan sorumlu KE ile iligkili oldugu diisiiniilerek tekrar 6nem

kazanda.

Kozmolojik sabit, parcacik varli§i olmasa bile Kuantum Fiziginde ’sifir noktasi enerjisi’
ile ilgilidir. Ancak Kozmolojik Sabit i¢in gozlemlerden elde edilen deer ile parcacik
fizigi teorilerinin 6ngordiigii deger arasinda biiyiik fark bulunmaktadir. Hesaplanan deger
gozlemler sonucunda elde edilen degerden 10'?° kat daha biiyiiktiir. Bu tutarsizliga
’Kozmolojik Sabit Problemi’ (KSP) adi verilir ve ¢oziilmemis bircok sorundan biridir

(Weinberg, 1989).
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2.2.4. Alternatif Karanhk Enerji Modelleri

Quintessence: Quintessence modelinde KE kanonik bir skaler alan (¢) tarafindan tanimlanir.

Kozmolojik sabitin aksine hal denklemi parametresi dinamiktir. Quintessence i¢in eylem,

1
s= [d'wv=sl Slig 58" 3o~ V(0)va] + Smarer (2.29)

seklinde tanimlanir. Burada R Ricci skaleridir ve @, V(¢) potansiyeli ile bir skaler alandir.
Smatter 15€¢ madde eylemidir (Zlatev ve dig., 1999). Quintessence skaler alaninin hal denklemi

parametresi asagidaki gibi ifade edilir

-
wy = Do _ & = 2V(4) (2.30)

Po 92+ 2V(9)
ve —1 < wy < é arasinda deger alir. Bu alan evrenin hizlanarak genislemesine yol agar.

Phantom (Hayalet) Alan: Phantom alan, hal denklemi parametresi -1 ’den kii¢iik olan
evrenin genislemesi ile artan negatif bir kinetik enerji ile yonetilen skaler alanla temsil edilen

KE adayidir.

Giincel gozlem verileri (Planck Uydusundan alinan veriler) w < —1 olabilecegini ortaya
koyuyor. Bu KE yogunlugunun zamanla arttigin1 gosterir ve bu artis kiitlecekimsel
olarak bagli nesneleri parcalayacak ve hatta en sonunda atomlar, ¢ekirdekler vb. yapilar

bozulacaktir. Bu durum Biiyiik Yirtilma (Big Rip) olarak adlandirilir (Yurov ve dig., 2000).

Kiitlecekimine minimum diizeyde bagli olan hayalet alanin hareketi su sekilde verilir:

S= / d*x\/—g 8"V 91 Ovo — V(9)] + Smarrer (2.31)

16nG 2

Kargilik gelen hal denklemi parametresi ise,

_ P _ 97+ 2V(9)

= = 2.32
ps 62— 2V(0) (232

olarak verilir.

K-Essence: K-Essence kozmolojideki kozmolojik sabit ve tesadiif problemi gibi sorunlari
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cozme potansiyeli nedeniyle karanlik enerji modellerine alternatif olarak son yillarda biiyiik
ilgi goren bir model olarak karsimiza cikiyor. K-Essence kavramu ilk olarak Armendariz
tarafindan karanlik enerjiye potansiyel bir ¢oziim olarak 6nerildi (Armendariz-Picon ve dig.,
2001). K-Essence evrenin hizlandirilmig genislemesini yonlendirdigi varsayilan kanonik

olmayan bir kinetik terimi iceren 6zel bir skaler alan tiiriidiir. K-essence Lagrangian terimi,

Ly = f(9)p(x) (2.33)

olarak verilir. Denklemde ) = (—1/2)(V¢?) kanonik olmayan kinetik terimdir. Lagrangian

terimi daha acik formda asagidaki gibi yazilir:

Ly=p(9,%)=f(®)(—x+x°) (2.34)
Yogunluk parametresi ve buna karsilik gelen hal denklemi parametresi,

(2.35)

p(¢7%) = f(¢) (—X+3XZ)» Wk — ess — 1— 3%

olarak verilir. ¥ ’in aldig1 sabit degerlere gore hal denklemi parametresi i¢in sabit deZerler
Denk. (2.34)’ den elde edilir. Hal denklemi parametresi wy _ o5 < — % oldugu durumda

Denk. (2.35) den hizlanarak genislemeye karsilik gelecektir.

Tachyon: Takyonik modellerde quintesence ve kozmolojik sabit modellerinden farkli olarak
maddenin yogunluk parametresi, onemsiz kabul edilmez ve skaler alan iizerine etkisi

Onemsenir. Skaler alan Lagrangian ifadesi
Liach ==V (9)[1 = 0'93;9]' (2.36)

olarak verilir (Padmanabhan ve Choudhury , 2002). Bu modelde madde yogunlugu sirasiyla
goreceli olmayan, goreceli ve Tachyon madde yogunluklari p = pyg + pr + py olarak verilir.

Boylece Tachyon alan1 ¢ i¢in,

V(9) [
po = \/ﬁ7 po=—V(9)\/1—¢? (2.37)

yogunluk ve basing ifadeleri elde edilir. Tachyon modeli i¢in durum denklemi w = ¢ — 1
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olmak iizere p = wp ’dur. Hareketin skaler alan denklemi

1 dv

6= —(1-§)PHG + 50

—] (2.38)

olarak verilir. Bu denklem 1’ e yaklastikca acikca goriiliiyor ki ¢ ° nin degisimi 0
degerine dogru gitmektedir. Sonug¢ olarak Tachyon alaninin durum denklemi toz benzeridir.
Evrende enerji yogunlugu bakimindan Tachyon’ un baskin oldugu bir senaryo, evrenin hizla
genisledigi duruma karsilik gelmektedir ve H(t) parametresi madde ve radyasyonun baskin

oldugu duruma gore ¢ok daha yavas de8isim gosterecektir (Bagla ve dig., 2003).

Quintom: Quintom KE modeli, Quintessence ve Phantom modelinin karmasi olan bir
modeldir. Mevcut gozlemsel veriler hayali (phantom) bodliinmeyi asmanin kismen miimkiin
olabilecegini gostermektedir. Quintom KE modelinde durum parametresi, w, = —1 hayalet
boliinmesini asip -1’in altinda ya da iistiinde deger alabilir. Boylece hal denklemi parametresi
standart durumdan hayalet rejime dinamik bir gecis saglayabilir (Feng ve dig., 2006). Bu

modelin eylemi su sekilde agciklanmaktadir:

1
S = /d“x\/ 2k2+ g”mu(payq):——g“78”6876+v(¢, o) +Ly (2.39)

Burada k? = 87G kiitlecekimi eslesmesidir ve .%;, madde alanlarinin Lagrange yogunlugunu
temsil eder. Homojen ve izotropik diiz Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)

uzay-zamaninin arka planinda, ¢izgi elemani su sekilde verilir:
ds* = —dt* +a*(t) [dx* +dy* +d7*] . (2.40)
Lagrangian’in agik sekli,
: i : 2, 3(1o 1.5
L(a7a7¢7¢7676) = —3ad"+a §¢ _EG —|—V(¢,G) (2.41)

olarak verilir.

Dolayisiyla a(t) olagan 6lgek faktoridiir, ¢ = ¢(7), 6 = o(t) kanonik ve kanonik olmayan

skaler alanlardir ve bir iist nokta, kozmik zaman t’ye gore farklilasmay1 temsil eder.
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Hal denklemi parametresi asagidaki gibi verilir:

_ ¢*—6*—2v(9,0)

= 12w (0.0) (2.42)

Wq

Chaplygin Gaz Modelleri: Chaplygin Gazi olarak adlandirilan bir akigkan ile calisan
karanlik enerji modelidir. Chaplygin kozmolojik modelleri evrenin yavaglayan asamasindan,
bugiinkii hizlanmadan sorumlu kozmik ivme asamasina yumusak bir gecis yapan ve bunu
tek bir akigkanla saglayan avantajli modellerdir. Modelin hal denklemi parametresi en basit

sekilde

(2.43)

=

I

|
o>

olarak verilir. Burada A pozitif bir sabittir. Denk. (2.19) ile bu hal denklemi parametresi

entegre edilirse enerji yogunlugu p elde edilir.

p =1/A+ 4126 (2.44)
burada D keyfi bir sabittir. a’nin degerine gore evrenin erken zamanlardaki ve geg
zamanlardaki davranigi aciklanabilir. a, p, p ’nin kiiciikk degerleri icin bu gazin erken
zamanlarda KM (basingsiz toz) gibi davrandigini; a, p, p’nin biiyiik degerleri icin ise
ge¢ zamanlarda kozmolojik sabit ( A ) gibi davrandifim1 gosterir. Bu durum evrenin
hizlanarak genislemesine yol acar. Ancak gozlenen CMB anizotropileri bu model iizerinde
biiytik bir kisitlamaya yol a¢gmistir. Hal denklemi parametresi asagidaki gibi tanimlanan
Genellestirilmis Chaplygin Gaz1 (GCG) modeli bu soruna ¢6ziim iiretebilir (Bento ve dig.,
2002).

A

e 0<o<l. (2.45)

p =
WMAP gozlem verileri 0 < o < 0,2 oldugunu gostermistir (Amendola ve dig., 2003).
Bu durum GCG modeli ile uyusmamaktadir. GCG modeli degistirilmis hal denklemi
parametresi ile tanimlanarak Modifiye Chaplygin Gazi (MCG) modeli olarak tekrar
gelistirildi (Benaoum, 2022).

B

—yp— — (2.46)
P=YP-
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burada y < 1, B ve n pozitif sabitlerdir. MCG modeli evrenin radyasyon ¢agindan (y =
% ve p cok biiylik) itibaren ACDM donemine kadar olan gelisimini tanimlamada basaril

olmustur.

2.3. KARANLIK MADDE VE KARANLIK ENERJI ETKILESIMI

Evrenin hizlanarak genislemesinden sorumlu olan KE ve galaksilerin biiyiik ol¢ekli yapi
dagilimlarindan sorumlu olan KM’ nin fiziksel 6zellikleri hakkinda kesin bir bilgiye sahip
degiliz. Bu bilinmezlik KE ve KM ana bilesenlerinin dogasim1 anlamaya yonelik biiyiik
bir ¢abaya yol agcmistir. Giiniimiizde mevcut gozlemsel veriler, bu bilesenlerin kozmolojik
sabit A ile temsil edildigi ACDM modelini desteklemektedir. Bu model gozlemsel veriler
tarafindan desteklensede teorik agidan kozmolojik sabit sorunu ve ayrica tesadiif problemi
(Gongalves, 2005) olarak bilinen ciddi bir ince ayar probleminden (Quartin ve dig., 2008)
muzdariptir. KE ve basingsiz madde e8er farkli evrimlestiyse, mevcut enerji yogunluklar
simdiki zamanda neden aym diizeydedir? Bu tiir, kozmik tesadiif problemi ile ilgili
sorunlar1 hafifletecek KE ve KM’ nin etkilesime girdigi, KE’nin etkilesimli skaler alanlar
ve akigkanlar olarak tanimlandig1 cesitli modeller 6ne siiriilmiistiir. Karanlik bilesenlerin
etkilesimini biitiiniiyle kanitlayan modeller olmasa bile bazi gézlemsel veriler bu etkilesimin
var olabilecegini gostermektedir. Tezin bu boliimiinde bu etkilesimin varligini kanitlamaya

yonelik yapilan ¢calismalar ve 6nerilen modeller incelenecektir.

2.3.1. Etkilesimli Karanlik Madde ve Karanlik Enerji Modelleri

Karanlik madde ve karanlik enerjinin yalmizca kiitlecekimsel olarak etkilesime girdigini
kabul eden kozmolojik modellerde her bir akigkan bilesen i¢in enerji yogunlugu ayri ayri

korunur. Her bilesen i¢in siireklilik (enerji korunumu) denklemi,
pi+ 3H(1+w)p; =0 (2.47)

burada i = (r,b,c,d) radyasyon, baryonlar, KM ve KE bilesenleridir. KM ve KE’ nin
bilinmeyen dogas1 bu bilesenleri agiklamay1 zorlagtirmaktadir. Elde edilen gozlemlerden
bilesenlerle ilgili birka¢ 6zellik ¢ikarilabilir: a) Karanlik maddenin basinci kiigiik, biiyiik
ihtimalle sifir iken karanlik enerjinin basinci negatif etki yaratir, ) Baryonlarla karanlik

enerjinin etkilesimi, yerel kiitlecekimi 6l¢iimleri tarafindan kisitlandigindan biiyiik dlciide
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thmal edilebilir, ¢) Fotonlar evrenin genislemesiyle birlikte jeodezik bir yol izleyemeyecegi
ve yildiz kaynaklarindan yayinlanan 151gin sapma durumunun gozlemlerle uyusmayacagi
icin radyasyonla etkilesim zorlasir, d) Etkilesime girmeyen ACDM modeli, verilerle uyum
sagladig1 ve karanlik enerjiyi kozmolojik bir sabit olarak tanimladig1 i¢in karanlik enerji ile
karanlik madde arasindaki etkilesim kii¢iik olmalidir. Tiim bu olasiliklara ek olarak karanlik
enerji ve karanlik madde arasindaki etkilesim olasiliklar arasindadir. Bu etkilesim diisiincesi
sabit bir KM /KE oran ile tesadiif problemi sorununa ¢oziim olabilir ya da bu oranin
ACDM modeline gore daha yavas degismesi sorunu hafifletebilir. Son yillarda literatiirde,
karanlik madde ve karanlik enerji arasindaki etkilesimin standart modellere bir alternatif
oldugu diisiiniilse de, KM ve KE ’nin dogas1 ve dinamikleri tam olarak ¢oziilemediginden
karanhik sektorler arasindaki etkilesimin dogasi da ¢oziilmemis bir sorundur. Ayrica bu
durum, hangi etkilesim ¢ekirdeginin en uygun oldugu konusunda da fikir birligi saglanmasini

engellemektedir.

Fenomolojik Akiskan Modelleri: Etkilesim modelleri, karanlik madde ve karanlik
enerji bilesenlerinin enerji yogunluklarinin birbirinden ayr1 olarak gelismedigini ancak
dark sektoriin enerji yogunluklarinin Q etkilesim parametresi ile ayr1 ayri1 tanimlandigi

modellerdir (Farrar ve Peebles, 2004).

pe+3Hp. = O, (2.48)

pa+3H (1 +wg)p =0, (2.49)

burada Q etkilesim parametresi, karanlik sektoriin toplam enerji yogunlugunun korundugunu
belirtir. Temel bir teorinin olmadigr durumda, Evrenin evriminde etkili olan Q miktari
belirlenemez. Etkilesim parametresi Q > 0 oldugu durumda KM’den KE’ ye enerji aktarimu,
Q < 0 oldugu durumda ise KE’ den KM’ ye enerji aktarimi olacaktir. (Tamanini, 2015)
Parcacik fiziginde etkilesimlerin enerji yogunluklarinin ¢ekirdeginde bir fonksiyonu olmasi
beklenir. p;, p. ve zaman etkilesim terimlerinin, birinci dereceden Taylor acilimi Q =
H(& pa+ &1 pe ) olarak verilir, burada &; ve &, katsayilar1 gozlemsel olarak belirlenecek
sabitlerdir. 1ki yerine tek bir parametrenin kullanilmasi daha uygundur. Secilen farkli &
degerleri, farkli etkilesim parametrelerinin olugmasina yol agar. & = 0 i¢in, Q = H&py
;6 =0icin, 0= HEpy ;&= & icin Q = HE (pg + pe) elde edilir. Burada Phantom

(Hayalet) ve Quintessence (6z) modellerine karsilik gelen etkilesim parametrelerini ayirarak
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fenomolojik modellere karsilik gelen, kararli yogunluk bozulmalarina sahip modelleri

inceliyoruz.

Etkilesimin tesadiif sorununu hafifletmesi kolaylikla agiklanabilir. Enerji yogunluklarinin

orani r = g—: ile 6lgek faktorii r o« a~¢ olarak gelisir, burada ¢, [0,3 ] araliginda sabit
bir parametredir. {’nin sifirdan fakli aldigi degerler tesadiif sorununun ciddiyetini belirler.
{ = 3 degerini aldiginda ¢oziim wy = —1 ve Q = 0 ile ACDM modeline karsilik gelir.

{ = 0 oldugu durumda ise r= sabit olur ve tesadiif sorunu ¢oziiliir.

Holografik Karanhk Enerji Modelleri: Genel olarak parcacik fizigi bulussal ¢cikarimlarina
dayanan bu model, simirli bir fiziksel sistemin serbestlik derecesi sayisinin, sistemin
simnirinin alantyla orantili oldugunu belirten holografik prensipten yola cikarak hareket
etmektedir. Buna gore, sistemin maksimum entropisinin hacmiyle degil alaniyla orantili
olmas1 gereklidir (Bekenstein, 1981). Cohen ve ark. (1999) kuantum alan teorisinde, kara
deliklerin olusumunun belirledigi sinira ulasarak kisa mesafeli (ultraviyole) kesinti ile
uzun mesafeli (kizilotesi) kesinti arasinda bir baginti kurdu. Bu durum sifir noktasi enerji
yogunlugunun bir iist sinirinda bir enerji yogunluguna karsilik gelir. Bu enerji yogunlugu

asagidaki gibi verilir ve HKE enerji yogunluguna karsilik gelir.

3c?

=7 (2.50)

Pa

Burada c belirlenen boyutsuz bir parametredir, L ise Mp?= 1 birimindeki kiziltesi kesmeye
karsilik gelir (Mp Planck kiitlesidir.) L y1 gelecekteki olay ufkunun yarigapr olarak kabul
edersek HKE modeli i¢in, evrenin ge¢ zamandaki hizlanmasini agiklayabilir ve KE icin hal
denklemi parametresini elde edebiliriz (Li, 2004). Amendola ve ark. (2006) etkilesimli HKE
modelinin, gozlemsel olarak Olciilen Hayalet (Fantom) Eos ile tutarli oldugunu gosterdi.

KM’ nin toz halinde oldugu kabul edilirse toplam basi¢ p = p,; olur ve IR kesme noktasi

% dx

gelecekteki olay ufkunun yaricapr olarak secilirse Rg = a J, 777 olur ve dolayisiyla KE

enerji yogunlugu p; = 3¢>Rg 2 olarak elde edilir. Enerji yogunluklarinin oranini r = ’;—’Z
alirsak Denk.(2.47)’ den sunu elde ederiz:
F=3b*H(14r)? +3Hrwy (2.51)

Diiz bir evren secildiginde (k = 0) ve 87 G = 1 olarak kabul edildiginde Friedmann denklemi
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(2.7) Q + Q4 = 1 olarak yazilabilir, burada Q,, = 22 ve Q; = £4’ dir. Boylece r = 15?"

3H? 3H?
ve i = }%d olur. Denk. (2.51) yeniden diizenlendiginde KE’ nin hal denklemi parametresi
d
su sekilde elde edilir:
0) b?
Wi = d (2.52)

3Q4(1-Q0)  Qu(1-Qq)

burada nokta, zaman ¢’ ye gore tiirevi belirtir ve asal say1 Ina’ ya gore tiirevi belirtir. KE’ nin

hal denklemi parametresi suna indirgenir :

1 2 b?
- _ =)0, — 2.53
Wd =737 3. V¥~ o (2:53)

HKE’ nin etkin hal denklemi parametresi ise

p
Weff ==
0 putpa

seklinde verilir. Sonug olarak etkilesim ge¢ zamandaki evrenin genislemesini agiklayabildigi

gibi tesadiif problemini de hafifletebilir.

2.4. KARANLIK SEKTOR ETKILESIMINE YENI YAKLASIM

Son yillarda evrenin dinamiklerini agiklamaya yonelik, karanlik madde ve karanlik enerjinin
etkilesime girdigi, KM ve KE etkilesim modellerine ek olarak onerilen yeni yaklasim
modelleri dikkat cekmektedir. Bu yaklasim modellerinden en dikkat ¢ekici olanlar1 bu tez
kapsaminda incelenecek olan Kaotik Evren Modeli (Aydiner, 2018) ile Karanlik Madde ve
Karanlik Enerji Arasindaki Kaotik Etkilesimler (Aydiner, 2023) modelleridir. Bu boliimde bu

yaklagimlar hakkinda kisaca bilgi verilecek ve Kaos Fizigi kuramlari 15181nda incelenecektir.

2.4.1. Kaotik Evren Modeli

Bu yeni kozmolojik model KM ve KE arasindaki etkilesimi agiklamak icin Lotka - Volterra
tipi denklemlere dayali yeni bir ¢oziim Onermektedir. Lotka - Volterra tipi denklemler
bazi1 sartlar altinda kaotik davraniglara neden olabilmektedir. Bu yaklagim evrenin karanlik
bilesenleri arasindaki etkilesimin kaotik oldugunu ve aymi sekilde evrenin kozmik zaman

icerisindeki evriminin de kaotik olabilecegini gostermektedir. Bu modelin ¢ikis noktasi
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Friedman-Robertson-Walker (FRW) uzay-zaman metrigine dayanmaktadir ve KM ile KE
arasinda yeni bir etkilesim yaklasimi sunmaktadir. Oncelikle KM ve KE arasindaki etkilesim
Lotka - Volterra tipi denklemlerle tanimlanir. Daha sonra evrende iki bilesenden daha fazla
bilesenin oldugunu ve bunlarin etkilesimlerini de gdz Oniine alarak elde edilen Lotka -

Volterra tipi denklemler daha genel bir etkilesim denklemi olarak yazilir.

Basit olarak KM ve KE arasindaki etkilesim denklemleri

pde + 3H(pde + pde) = -0, (255)

Pam +3H(Pam+ pam) = Q, (2.56)

olarak verilir. Bu modelde diger etkilesim modellerinden farkli olarak karanlik maddenin de
bir basinci oldugu varsayilmaktadir. Karanlik maddenin yogunlugunun zamanla degistigini
kabul edersek KM nin basincinin sifir olmasi gerektigi varsayimi dogrulugunu yitirmektedir.
KM’ nin basinca olan katkisinin Van der Walls gaz1 benzeri hacim diglanmasindan
kaynaklanabilecegi belirtilmektedir (Aydiner, 2018). KM’ nin kiiciikte olsa bir basinca sahip
olmasi hal parametresinin sifirdan farkli olmasini gerektirir. Diger bir ifade ile p;,, > 0 i¢in
hal parametresi W, > 0 olarak verilebilir. Bu durumda FRW denklemi KM’ nin basinci
eklenerek yeniden yazilabilir. Bu modelde etkilesim terimi basit olarak Q = £YpimPae

secilmistir. Burada 7 etkilesim sabiti olarak verilir. Sonug olarak denklemler

pde + 3H(pde + pde) = —YPdmPde> (257)

Pam +3H (Pam + Pam) = +YPdamPde (2.58)

seklinde yazilir. Y > 0 ise, etkilesim karanlik maddenin karanlik enerjiye doniistiigii durumu,
Y < 0 ise karanlik enerjinin karanlik maddeye doniistiigli durumu 6nerir. KM ve KE icin

basing degerleri pgy, = PamWam V€ Pde = PdeWde Olarak denklemlerde yeniden yazilirsa

dpge
% = _3H(1 + Wde)pde — YPdmPde (2.59)
dpam
% = YPumPae — 3H (1 +Wam)Pam (2.60)

olarak verilir. KM ile KE i¢in se¢ilen hal parametreleri wy, < —1 igin r; = —3H (1 +wy,) ve
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Wam > 0icin rp = 3H (1 +wy,,) yazilabilir. r| ve r; etkilesim orani parametreleridir. Bylece

dpge
Zd = T1Pde — YPdmPde (2.61)
t
dpPam
Z,;i = YPdmPde — 2Pdm (262)

elde edilir. Bu baglamda Y, pgm, Pae, F1 Ve 1o arasindaki iligkiye gore x; = %pde ile xp =
%pdm olarak tamimlanabilir. Denklemler (2.59), (2.60), (2.61) ve (2.62); x; ve xp terimleri
yardimiyla sabit ya da ¢ok yavas degisen bir Hubble parametresi i¢in ¢oziildiigtinde asagidaki

denklemlere doniisiir.

d
=L =nx(l-x) (2.63)
d
_;: — raxy(x1 — 1) (2.64)

Goriildiigti gibi secilen etkilesim terimi ile Friedman denklemlerinden yola c¢ikarak
KM ve KE arasindaki etkilesim denklemleri Lotka -Volterra tipi denklemler cinsinden
yazilabilmistir. Bilindigi gibi Lotka - Volterra tipi denklemler Biyoloji, Kimya gibi Fen
Bilimleri alanlarinda yaygin olarak kullanilan iki farkli tiir arasindaki (av -avci) iligkiyi
gosteren denklemlerdir (Lotka, 1925; Volterra ve dig., 1927). Burada KE ve KM i¢in sirasiyla
hal durum parametreleri wg, < —1 ig¢in r; > 0, wg,, > 0 icin r, > 0 olur. Elde edilen
denklem farkli hal durum parametrelerine bagh olarak farkli ¢oziimler verir. Denklemdeki
tiirevlerin her ikiside sifir oldugunda dengeye ulasilir. Bu durum denklemin sabit noktalarina
kargilik gelir. Sabit noktalarin kararliligi KM ile KE arasindaki etkilesimin nasil oldugunu
belirler. Denklem evrenin birden fazla bilesenden olustugu diisiiniildiigiinde iic ve daha
fazla etkilesime giren bilesen icin genellestirilebilir. Daha genel bir etkilesim denklemi,

0z-etkilesimi (self-interaction) temsil eden ikinci dereceden terimler eklenerek

dxi

N
Z:xi;r,-j(l—xj) i=1,..,N (2.65)

seklinde yazilir(Aydiner, 2018). Kaotik yaklasimda KM ve KE arasindaki etkilesim av-avci
arasindaki rekabete karsilik gelmektedir. Bu denklem numerik olarak coziildii§iinde ve
analiz edildiginde etkilesen N = 3 bilesen ve daha fazla bilesen icin evrenin karanlik

enerji, karanlik madde ve madde arasindaki etkilesimlerinden dolay1 kaotik davranisin ortaya
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(a)

Sekil 2.1: Karanlik madde ve karanlik enerji arasindaki 6z etkilesimi iceren yeni etkilesim
semasi

cikabilecegini gostermistir. Bu yaklasimin temel felsefesi farkli bilesenler veya tiirlerin
birbirini tiikketmesine dayanmaktadir. Ancak bu durum korunum yasalarini ihlal edebilir.
Istatiksel termodinamik kuramlarina gore degerlendirildiginde bu etkilesim yonteminin
eksik noktalar1 oldugu soylenebilir. Aydiner Karanlik Madde ve Karanlik Enerji Arasindaki
Kaotik Etkilesimler caligmasinda etkilesim icin daha genis kapsamli termodinamik

davraniglari iceren yeni bir yontem sunmaktadir (Aydiner, 2023).

2.4.2. Karanhk Madde ve Karanlik Enerji Arasindaki Kaotik Etkilesimler

Karanlik madde ve karanlik enerjiyi yeni bir etkilesim semasinda agik ve etkilesimli
bir termodinamik sistem olarak ele alan bu teorik yaklasim, etkilesim denklemlerinin
termodinamigin birinci yasasindan tiiretilebilece8ini gOstererek yeni bir bakis acisi
sunmaktadir. Bu modelde karanlik madde ve karanlik enerji, karsilikli etkilesen biiyiik
kanonik termodinamik sistemler olarak kabul edilerek KM ve KE sirasiyla, Sistem-1 ve

Sistem-2 olarak referans verilir.
Sistem-2 ile etkilesime giren Sistem-1 icin siireklilik denklemi su sekilde verilir:

dp ax
LY 3/ -2 2.66
p7a (p1+p1) = (2.66)
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Burada X Prigogine yaklasimina (Prigogine ve dig., 1988) dayanan Sistem-2’ nin kaynak
terimidir. X’ in degisimi X = I'jx; olarak tanimlanir ; x, Sistem-1" den Sistem-2’ ye enerji
akisi, I'y Sistem-1" den aktarilan enerji miktarini belirleyen enerji aktarim hizi olarak verilir.

Bu yaklasim iki teorem seklinde ele alinmistir.

Teorem 1: Dengede olmayan eslesen iki sistem arasindaki etkilesim denklemi,

termodinamigin enerji korunumu yasasindan elde edilebilir.

d

% = Tyxy —x (2.67)
d

% B (2.68)

Termodinamik yasalarina gore agik ve etkilesimli iki sistem arasinda etkilesim, sistemlerin
aralarindaki enerji ve parcacik aligverisi ile tammmlanir. Herhangi bir acik termodinamik

sistem icin Termodinamigin Enerji Korunumu Yasas1 su sekilde verilir:
dU = 8Q — pSV + udN (2.69)

burada dU sistemin enerji degisimini, 6Q 1s1 degigimini, p basinci, 6V hacim degisimini
belirtir. u kimyasal potansiyeli ve ON sistemdeki pargacacik degisimini temsil etmektedir.
Iki agik termodinamik sistem igin sabit hacimde (§V = 0) enerji korunumu denklemleri su

sekilde verilir:
dU; =060, -|-I.L15N1 (2.70)

dU, = 00> —|—‘LLQ5N2 2.71)

Termodinamigin Enerji Korunumu Yasasina gore de her iki sistem i¢in ayri ayri enerji

korunumu, zamana bagl formda asagidaki gibi elde edilir.

duy _doy  dNy

2.72
dt dt H dt ( )
dU, dQO dN>

= 2.73
dt dt T dt ( )

Bu denklemlerin, sistemler arasindaki etkilesimi temsil etmedigi iki a¢ik termodinamik

sistem i¢in bagimsiz enerji degisimini ifade ettigi goriiliir. Bu yeni yaklasim, sistemler
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arasindaki etkilesimin onlar1 birbirine bagladigim1 ve sistemler arasinda enerji akisi
olacagini kabul ederek enerji akisim1 x; ve x, enerji akilari olarak veriyor. Bu akilar
iki sistem arasindaki enerji ve parcacik degisimlerini temsil etmektedir. Enerji akiginin
cift yonlii olmasinin yaninda, kaynaga bagli olarak yazilmasi gerektigini savunan bu
teoride kaynakta meydana gelen de8isim 6z-etkilesim (self-interaction) olarak temsil edilir.
Ancak Denk. (2.67) ve Denk. (2.68) etkilesen sistemlerin, dongiisel etkilesim dinamiklerini
tanimlamakta yeterli degildir. Etkilesimi tam olarak tanimlamak i¢in holonomik olmayan
vektorel degiskenler I'y, I'; ile 6z-etkilesim dongiilerinin katkis1 tanimlanmalidir. Sistemde
bu degiskenlerin varlig1 baska itici vektorel kuvvetlerinde olmasi gerektiini gosterir.
Bu sebeple bu yaklasim, etkilesim semasin1 tamamlamak i¢in 6z-etkilesim dongiilerinin

katkisini da ele aliyor.

Teorem 2: Holonomik olmayan zamana bagl enerji aktarimi hizi parametreleri I'y ve 15

gizli vektorel alanlardan elde edilebilir.

dr
_dtl =1—-x1x (2.74)
dr
_dt2 =1—x1x (2.75)

Burada x1, Sistem-1" den Sistem-2’ ye enerji akisini temsil eder ve Sistem-2’ye etki eder. x;
ise Sistem-2’ den Sistem-1’ e enerji akigini temsil eder ve Sistem-1" i etkiler. Sistem-1’
deki enerji akis1 xp, Sistem-1" deki I'y terimini de8istirir, ayn1 zamanda I'; enerji akisi
xp” yi degistirir. Benzer durum Sistem-2’ deki dinamikler icinde gecerlidir. x; ve x, enerji
akiglart sistemler iizerinde dongiisel bir dinamik yaratir. Enerji akiginin sistemler tizerindeki
bu dongiisel dinamigi I'; ve I, ile temsil edilen holonomik olmayan vektorel degiskenleri

b

tiretir. Ayrica x; ve xp ° nin sistemler lizerindeki donme akisi her iki sistemde de atalet
momentumuna ve Fi, F> vektorel kuvvetlerine neden olur. Bu dongiisel dinamikler, vektorel

cekici torklara ve vektorel ¢ekici alanlar olarak adlandirilan vektorlere yol acar.
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2.4.3. Tip-I etkilesim denklemi:

Sonu¢ olarak Teorem-1 ve Teorem-2 15183inda KM ve KE arasindaki tam etkilesim

denklemleri su sekilde verilebilir:

dx1

— =XpX3—X

dr 2X3 1

e ( ) (2.76)
— = X3—{g)X] — X .
dt 3—4)x1 2

dx; 1

— =1-xx

dt 1A2

burada q kontrol parametresidir ve ¢ = I'; —I'; olarak tanimlanir. Bu denklemler KM ve KE
etkilesimlerinin dinamiklerini yoneten dogrusal olmayan (nonlineer) birlesik denklemlerdir.
Aydiner onerdigi bu yeni etkilesim semasini (Aydiner, 2023) kapali ve acik termodinamik
sistemlere uygulamistir. Bu denklemlerin sayisal ¢oziimleri ve farkli faz diizlemlerindeki faz
uzay1 ¢oziimleri ¢calismada ayrintili olarak verilmistir. Kontrol parametresi ¢ i¢in hesaplanan
Lyapunov iistellerinin pozitif degerleri kaotik durumlarr isaret etmektedir. Bu c¢alismada
verilen teoremler ve elde edilen dogrusal olmayan eslesme denklemleri, ilk kez KM ile
KE arasindaki etkilesimin kaotik olabilecegini gosteriyor. Ayrica birbiriyle temas halinde
olan termodinamik sistemlerin etkilesimine farkli bir bakis acis1 getirdigi sdylenebilir.
Fizikte birbiriyle temas halinde olan termodinamik sistemlerdeki degisimler etkilesim olarak
yorumlanir. Ancak bu degisimler karsilikli etkilesimi temsil etmemektedir. Bu ¢alisma farkl
bir bakis agisiyla, etkilesimlerin kaynaga baglh olarak yazildiginda karsilikli etkilesimin
ortaya ¢ikacagini savunur. Birbirleriyle temas halinde olan termodinamik sistemler i¢in ilk

kez kargilikli etkilesim kavrami Onerilmistir.

Denk. (2.76) 6Q # 0, 6N # 0 ve dV = 0 kosullar1 altinda etkilesime giren iki agik
termodinamik sistem i¢in verilen etkilesim denklemleridir. Bu calisma, elde edilen
sonuglara gore fizikte yeni bir dnerme ortaya koymaktadir: ’Etkilesimli tiim parcaciklarin
ve termodinamik sistemlerin dinamikleri kaotiktir’ (Aydiner, 2023) Bu yeni Onerilen
kanunun dogrulugunu ve evrenselligini kanitlamak i¢in farkli kosullar altinda etkilesen
termodinamik sistemlerin dinamiklerini temsil eden yeni etkilesim denklemleri Aydiner

tarafindan Onerilmistir.
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2.4.4. Tip-II etkilesim denklemi:

Etkilesen iki bagli termodinamik sistemin 6z-etkilesimleri Denk. (2.74) ve Denk. (2.75)’

de verilmigsti. Temas halinde donmeyen kat1 sistemler icin bu denklemler asagidaki gibi

yazilabilir:
dr
d—tl — X120 (2.77)
dr
d—f — —x1x0 (2.78)

0Q # 0, ON = 0 ve dV = 0 kosullar altinda etkilesen iki kanonik termodinamik sistem igin

karsilikl etkilesim denklemi

dx1

— =T 2.7
i 1X2 (2.79)
dX2

A, 2.

It 2X1 (2.80)

seklinde yazilir. Denklemlerin birlikte coziimiinden bagli ve etkilesimli iki kanonik

termodinamik sistem icin tam etkilesim denklemi

dx1

— =X2X

dt 243

d

% = (x3—q)x1 (2.81)
dX3 1

—=1—-Xx1x

dt 1X2

olarak elde edilir. Denk. (2.81) dogrusal olmayan bir denklemdir ve etkilesimli termodinamik
sistemlerin dinamiklerini 1s1 transferi yoluyla aciklar. Bu denklemlere ait faz uzayi ¢oziimleri
ve Lyapunov iistelleri, keyfi olarak secilen g kontrol parametresi degerleri ile x| ve x, i¢in
elde edilen coziimler, sistemler arasindaki etkilesimin kaotik oldugunu gosterir (Aydiner,

2023).
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2.4.5. Tip-III etkilesim denklemi:

Bu kisimda 6 Q # 0, N # 0 ve dV # 0 kosullar1 altinda etkilesim denklemleri elde edilmistir.
Etkilesim sirasinda termodinamik sistemlerin hacminde degisiklik olabilir ve bu durum
sistemlerin dinamigi izerinde ¢aligmayi zorlastirir. Hacimdeki degisiklik hesaba katildiginda
sistem iizerinde yapilan is SW = —Pdv olarak tanimlanir. Bu kosullar altinda Denk. (2.81)

asagidaki gibi verilir:

d T

% = X7X3 —x1/0 x1(¢)dt

d T

C—m-am-n- [ n0d (2.82)
t 0

dx; |

— =1—-xx

T 1X2

Bu denklemde yer alan integral terimleri, termodinamik sistemlerin enerji depolama
kapasitesini gostermektedir. Integral terimler dogrusal olmayan ifadeler icermedikleri icin
Denk. (2.82)’ nin ¢oziimiine sabit degerde katki saglar. Sabit bir g degeri i¢in sistemin enerji
depolama kapasitesini temsil eden integral terimlere verilen degerlere gére yapilan numerik
coziimler sistemin davraniglarini analiz etmemizi saglar. Sistemdeki kaotik dinamikler enerji

depolama kapasitesine bagli olarak gozlenebilir(Aydiner, 2023).

2.5. KAOS FizZiGi

Klasik fizikte Newton’nun hareket yasalar1 cisimlerin ve sistemlerin basit hareketlerini
dogrusal diferansiyel denklemlerle tanimlamakta basarilidir. Bu denklemlerin genel ¢oziimii
analitik fonksiyonlardan olusan bir uzay:1 temsil eder. Fiziksel bir sistemi temsil eden
diferansiyel denklemin belirlenen bagslangi¢ kosullarindaki ¢6ziimii, bu uzayin icinden bir
fonksiyona karsilik gelir. Baslangi¢c kosullari, ele aldigimiz fiziksel sistemin konumunun,
yoniiniin, hizinin vb. durumlarinin bilinen sayisal degerleridir. Bu sonug bizi Determinizm
kavramina gotiiriir. Eger sistem icin baslangic kosullarinda analitik ¢oziimler mevcutsa
sistemin su andaki durumu bir 6nceki durumunun sonucudur. Bu durum bizi her olay
ve hareketin Onceden kestirilebilecegi anlayigina gotiiriir. Aynmi sekilde sistemin sonraki

durumu da kestirilebilir. Ancak bir¢ok gercek sistem icin bu kestirilebilirlik pekte miimkiin
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degildir. Fiziksel sistem i¢in deg8iskenlerin sayisi arttikca sistemi temsil eden diferansiyel
denklemin icerdigi terim sayisi artar, denklemdeki terimlerin dereceleri yiikselir yani
sistem nonlineer olur. Dogrusal olmayan (nonlineer) denklemlerin analitik ¢oziimleri belli
olmadig1 gibi baglangi¢ kosullarini da belirleyemeyiz. Bu belirsizlik bizi kaos kavramina
gotiiriir. Davranis1 6nceden ongoriillemeyen dinamik sistemleri ya da onlarin davraniglarini
kaos olarak nitelendirebiliriz. Kaos kelimesi, Tiirk Dil Kurumu sozliigiine gore "Evrenin
diizene girmeden Onceki uyumsuz, karigik, bicimi olmayan durumu" olarak tanimlanmis
olsa bile diinya genelinde kabul géren bir tanimi yoktur. Kaos diizensizligin i¢indeki
diizeni ifade eder ve genellikle ozellikleri sayilarak tanimlanir. Kaos ilk defa Aydiner
tarafindan ’Etkilesen eslesmis, senkronize olmus sistemlerin minimum eylemidir.” seklinde

tanimlanmugtir. (Aydiner, 2023; Yilmaz ve Aydiner, 2024).

2.5.1. Kaos Fiziginin Felsefesi ve Tarihcesi

MS 1500’ 1u yillarda nedensellik (sebep-sonug) diistincesi modern bilimin gelisimine yon
vermeye bagladi. Isaac Newton (1642—1727)’un cisimlerin ve sistemlerin durumu iizerine
acikladig: hareketin ii¢ temel yasasi, modern bilimde tamamiyle deterministik bir gelismeye
yol acti. Bu yasalar, herhangi bir anda gerceklesen olay veya hareket icin soyle bir durum
tanimlamas: yapar: su andaki olay ve hareket onceki olay ve hareketin sonucu oldugu
gibi, bundan sonra olacak olay veya hareket de su andaki olay veya hareketin sonucu
olacaktir. Ancak 20. ylizyilin baglarinda determinizme kars1 farkli goriisler ortaya ¢ikmugtir.
Fransiz matematikci Jacques Hadamard, 1898 yilinda baglangic kosulunda yapilan kiigiik bir
hatanin sistemin ¢iktisin1 tamamen degistirecegini ve sistemin davranislarinin uzun dénem
icin tahmin edilemeyecegini belirtti. Daha sonra iinlii Fransiz matematikcisi ve diisiiniirii
Henri Poincaré 1900 yilinda Giines sisteminin kararl olup olmadiginin kanitlanamayacagini

gosterdi (Crownover, 1995).

Newton yasalar1 iki gok cisminin hareketini agiklayabiliyorken birden fazla gok cismi ile
daha karmagik sistemlerin hareketlerini agiklamakta basarili olamamistir. Bu olgu U¢ Cisim
Problemi olarak adlandirilir. Poincare bu problemin ¢6ziimii i¢in Giines sistemini ele aldi.
Giines sisteminin hareketlerini temsil eden denklemin ¢6ziimiiniin baslangi¢ kosullarina
hassas bagimli oldugunu ve evrenin baglangi¢ kosullar1 bilinmediginden giines sisteminin
de kararli olup olmadiginin asla 6ngoriilemeyecegini ispatladi. Boylece bu durumu ’kaos’

olarak nitelendirdi (Hilborn, 2000).
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2.5.2. Kaosun Temel Kavramlari

Bir meteorolog olan Edward Lorenz, 1963 yilinda hava durumu tahminleri iizerine
caligirken hesaplamalari sirasinda sisteme girdigi baslangi¢c kosullarinda yaptig1 ¢ok kiiciik
bir degisimin, hesaplamanin sonucunda ¢ok biiyiikk de8isime neden oldugunu fark etti.
Matematiksel olarak analitik ¢6ziimii olan bir dinamik sistem i¢in siireklilik sartina gore
birbirine yakin baglangi¢ degerleri icin ¢oziimde, birbirine yakin fonksiyon degerleri elde
etmemiz gerekir. Ancak Lorenz, elde ettigi sonuglarin hava durumu tahminleri i¢in ¢ok
farkli oldugunu gordii. Lorenz’ in bu gézlemi kaos fiziginde baslangic kosullarina hassas
bagimlilik olarak tanimlanir. Lorenz’ in kelebek etkisi olarak tanimladigi bu durum *Amazon
Ormanlari’nda bir kelebegin kanat ¢irpmasi, ABD’de firtina kopmasina neden olabilir’

sOziiyle tinlenmistir.

Lorenz, akigkan bir gaz olan havanin 1s1 degisimine bagli olarak hareketini tanimlamak ic¢in
akigkanlar mekaniginden faydalandi. Navier-Stokes denklemlerine benzer ii¢ degiskenli, tek

boyutta, sistemin zamanla degisimini temsil eden diferansiyel denklemleri

dx

E—P()’—)

d

d—f — y—xztrx (2.83)
dz

= e xv—b

ar - T

seklinde tanmimladi. Burada X degiskeni akigkanin zamana goére yerdegistirmesi ile 1sil
aktarim, Y degiskeni yiikselen ve alcalan akigkanin sicaklik farkini veren oransal degisken, Z
degiskeni ise akiskanin dikey konumu i¢in sicaklikta meydana gelen degisimi ifade eden bir
oransal degiskendir. p parametresi Prandtl sayis1 (akiskanin vizkozite katsayis1), r Rayleigh
sayis1 (1sitilan yiizeyin sicaklik degisimi parametresi), b geometrik carpan (akigkanin
yatay hareketi ile dikey yiikseklik arasindaki oran) olarak tanimlanir (Lorenz, 1963). Bu
denklem fiziksel olarak sinirli bir alan icerisindeki akigkanin alttan 1sitilan molekiillerinin
yogunluklarinin azalmasi ile yukar1 ¢ikmasi ve iistten soguyan molekiillerin yogunluklarinin
daha biiyiik olmasi ile asagi inmesi durumunda olusan hava akiminin hareketini, 1sinma
siddeti ve sicaklik farklarina gore tanimlar. Lorenz farkli parametreler i¢in bu denklem

sisteminin ¢Oziimlerini inceledi. Baz1 parametre degerleri i¢in sistemin kaotik davraniglar
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Sekil 2.2: Lorenz ¢ekicisi

gosterdigini gozlemledi. Bu parametre degerleri ise, p = 10, r = 28 ve b = 8/3 olarak

verilir. Lorenz bu parametre degerleri i¢in X, y, z noktalarinin, ii¢ boyutlu uzayda ¢izdigi
yoriingeyi bilgisayarda cizdirdi ve ortaya ¢ikan grafikte yoriinge cizgilerinin birbirini hig¢

kesmedigini ve iki nokta lizerinde y1g1ldigin1 belirledi. Literatiirde bu y181lma nokatalarina
garip cekiciler ya da Lorenz cekerleri ad1 verilir (Eckmann ve dig., 1985).

Kaos lizerine yapilan bir¢ok calismada, farkli sistemler ve farkli baslangic kosullari i¢in
hesaplamalar yapilmis, bu hesaplamalar sonucunda faz uzay: grafikleri ile garip ¢ekerler
elde edilmistir. Cizidirilen bu grafiklerle elde edilen cekerler matematik diliyle tekrarlama
(iteration) yoluyla elde edilmistir. Ayrica fonksiyonlarin siirekli olarak tekrarlanmasi yoluyla

elde edilen sekillere Fraktallar denir. Fraktal sekiller, basit geometrik kurallarin siirekli
tekrarlar1 sonucu olusan sekillerdir.

Fraktal, kirilmis’ anlamini tagiyan Latince fractus’ kelimesinden tiiremistir. Kendi kendini
tekrar eden ama sonsuza kadar kiiciilen sekiller biiyiitiildiigiinde cismin biitiiniine benzer.
Tam tersini diisliniirsek her bir parca, cismin biitiiniiniin kiictiltiilmiis boyutlardaki, parcalara

boliinebilen ve yine kendisine benzeyen bir kopyasidir (Lefler, 2006). Doga bize fraktal

sekiller konusunda bir¢cok Ornek sunar. Agaclar, bulutlar, kiy1 seritleri, deniz kabuklari,
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Sekil 2.3: Fraktal sekiller

egrelti otu gibi bazi bitkiler fraktallara 6rnek olarak verilebilir.

Fraktal geometri baslangi¢ kosullarina hassas baglilik gibi kaos teorisinin temelleri iizerine
kurulmustur. Bildigimiz iizere Oklid geometrisinde cisimler tam say1 boyutunda ifade edilir.
Sekiller boyutsuz nokta, tek boyutlu cizgiler ve egriler, iki boyutlu ya da ii¢ boyutlu
kati cisimler olarak tanimlanir. Ancak dogada cisimler ¢cogu zaman tam say1 boyutlarinda
degildir. Tabiattaki sekiller ¢ok daha karmagiktir ve tam sayr degil kesirli boyutlara
sahiptirler. Fraktallarin bir bagka 6zelligi de kendine benzeme olarak adlandirilir. Fraktal
sekiller son derece karmasik goriinselerde farkli 6lgek boyutlarinda incelendiginde siireklilik

gosteren ve kendini tekrar eden daha kiiciik sekillerden olugsmustur.

Fransiz matematik¢i Gaston Julia rasyonel hesaplamalarin ve polinomlarin tekrari iizerine
calisirken bugiinkii fraktal sekillere dair ilk calismalar1 yapan kisidir (Johnson, 2024). Kendi
adiyla anilan Julia kiimesi z = x + yi gibi bir karmagik say1 i¢in —2 ve 2 araliginda z =
2% + ¢ fonksiyonunun tekrarli ¢oziimleri ile elde edilir. Burada ¢ belirli bir karmasik sayidir.
Degisen z degerleri i¢in yinelemeler sonucu z’ nin ikiden kiiciik degerleri i¢in Julia kiimesi

tanimlidir (Hossain ve dig., 2014).

Daha sonra 1960’11 yillarda Benoit Mandelbrot, yaptigi calismalar sonucunda fraktal
bicimlerin en dnemlisi olarak kabul edilen, kendi adiyla anilan Mandelbrot Kiimesini kesfetti
(Mandelbrot, 1989). Benoit Mandelbrot Ingiltere’ nin kiy1 uzunlugu gercekte ne kadardir?’
gibi basit bir sorudan yola ¢ikarak bu kesfini gerceklestirdi. Bu sorunun cevabi ¢ok kolay
gibi goriinebilir ama kiigiik boyutlarda baktiimizda kiy1r uzunlugunun siirekli arttigi ve
tam gercek bir Olciim degerinin elde edilemedigi goriiliir. Basit bir diisiinceyle, dlcek araci
olarak milimetrik bir cetvel kullanarak kiy1r uzunlugunu ol¢tiigtimiizii varsayalim. Cetvelin

Olcmedeki hassasli1 arttikca, hatta atom boyutlarina kadar hassas Ol¢iim yaparsak, kiy1
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Sekil 2.4: Julia kiimesi

uzunlugu siirekli artar ve bu artis sonsuza kadar siirer. Bu beklenmedik sonu¢ matematikte
fraktal geometri calismalarini baglatti. Fraktal geometri kaotik sistemlerle bir¢cok ortak
ozellige sahiptir. Fraktallar1 iireten denklem ve fonksiyonlarin tekrarli hesaplamalari

sonucunda elde edilen veriler kaotiktir.

Mandelbort kiimesi, kiiciik Olceklerde sonsuz karmagiklifa sahip geometrik bir sekil
olarak tanimlanabilir. Mandelbrot kiimesi, karmagik sayilar kiimesinde tanimlanan f(z)
fonksiyonunda z teriminin karesine bir sabit ¢ karmasik sayisinin eklenmesiyle olusturulur.

Matematiksel olarak
Il =224C n=0,1,2,3, ... (2.84)

doniistimii ile ifade edilir. Burada z(0) = 0 alinirsa ¢ noktasinin yoriingesine karsilik gelir.
Herhangi bir karmagik say1 secip bu fonksiyonu tekrar tekrar ¢ozdiigiimiizde bazi ¢ degerleri
sonlu degerlere giderken, bazi ¢ degerleri ise sonlu degerler vermez. Boylece yoriingesi sonlu

olan c noktalarinin olusturdugu kiime Mandelbrot kiimesine karsilik gelir (Falconer, 2007).

Mandelbrot kiimeleri ile ilgili baz1 ¢ikarimlar asagidaki gibi siralayabiliriz:
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Sekil 2.5: Mandelbrot kiimesi

Mandelbrot kiimesi bir fraktaldir fakat her noktada kendine benzer degildir.

Mandelbrot kiimesi ikinci derece polinomlarin ¢6ziimii olan c diizlemi ya da parametre

uzay1 olarak tanimlanir.

Mandelbrot kiimesi yaricap:r 2 olan dairenin alani ile simirlhidir. Ciinkii yarigap1 2’den

biiyiik olan daire i¢in ikinci derece fonksiyonun ¢6ziimii sonsuza gider.

Kiimenin topolojik sinirinda bulunan Misiurewicz noktalar1 kendisini tekrarlayan
benzer sekiller olusturur ve bu sekiller sonsuza iraksar. Bu ylizden Mandelbrot

kiimesinin kenar uzunlugu sonsuzdur.
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3. MALZEME VE YONTEM

3.1. MODIFIYE ETKILESIM DENKLEMI

Bu boliimde, karanlik madde ve karanlik enerji etkilesiminin 6zel bir halini inceleyecegiz.
KM ve KE etkilesimlerine klasik yaklagimlarin diginda farkli bir bakis acis1 getiren karanlik
madde ve karanlik enerji arasindaki kaotik etkilesimler yaklasiminda, Aydiner’ in 6nerdigi
(Aydiner, 2023) etkilesim semasini (Sekil 2.1:) kullanarak etkilesim denklemi (2.81) i
asagidaki gibi modifiye ederek elde ettigimiz

dx;

—— = XX

I 2X3

dx

=2 = (x3—q)xy 3.1)
dt

d

§ = (1 —sinxp)sinx;

denklemlerinin kaotik davraniglarin1 analiz edece8iz. Aydiner’in sundugu etkilesim
denklemleri termodinamik sistemlerin etkilesimlerinin kaotik olabilecegini gosterdi
(Aydiner, 2023). Bizde bu boliimde ele aldigimiz modifiye etkilesim denklemi (3.1) icin
zaman serilerini elde edip denklemin temsil ettigi sistemlerin davraniglarinin kaotik analizini

yapacagiz.

3.2. KAOTIK ZAMAN SERILERI ANALIZi

Diizenli davraniglar gosteren dinamik sistemlerde, baslangic kosullarinda meydana gelen ¢ok
kiiciik parametre degisiklikleri bile sistemin davranislarinda kaos yaratabilmektedir. Kaos,
deterministik bir sistemin diizensiz yani hi¢ beklenmedik bir sekilde davranabilmesidir. Kaos
genellikle kararsiz, karmagik ve dogrusal olmayan sistemlerde ortaya ¢ikmaktadir. Karmagik
sistemler, cok sayida elemanin birbiriyle etkilestigi, pek cok serbestlik derecesi olan yani
cesitli davranig sekilleri gosterebilen, genellikle de disartyla madde ve enerji aligverisi yapan,
incelenmesi zor sistemlerdir. Dogrusal olmayan bir sistemde, de8isimlerin belirli bir sirasi

ya da kural yoktur. Disaridan gelebilecek etkilere karsi sistemden beklenmeyen davranis
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bicimleri goriilebilir.

Kaos konusunda bilimsel anlamda ilk arastirma, bir meteorolog olan Lorenz’in 1963 yilinda
stvilardaki tiirbiilans hareketi ile ilgili bir ¢calisma yapmasi ile baglamistir (Lorenz, 1963).
Lorenz’in ¢alismasindaki denklem sisteminin sayisal ¢oziimii, diizenli olmayan hareketler
icermekteydi. Kaotik analizde 1970’11 yillardan sonra yeni yontemler ortaya konmustur.
Ruelle ve Takens 1971 yilinda sivilardaki tiirbiilans durumunu aciklarken tuhaf cekici
(strange attractor) kavramini ortaya atmislardir (Ruelle ve Takens, 1971). Tuhaf kaotik
cekiciler pozitif Lyapunov iisteli ¢ekicisi olarak adlandirilir (Kostelich ve Schreiber, 1993).

Baslangic kosullarina asir1 duyarlilik gosterir ve zaman igindeki gelisimi tahmin edilemez.

Zaman Serileri: Zamana bagl olarak degisen bir degiskenin, belli zaman araliklar1 ile
diizenli olarak kaydedilmesine zaman serisi denir. Bir zaman serisindeki veri kendinden
onceki verinin sonucu oldugu gibi kendinden bir sonraki veriye de kaynaklik eder.
Giliniimiizde kayit altina alinan bir ¢ok zaman serisi vardir. Bunlara 6rnek olarak borsa
kayitlari, doviz kuru kayitlari, pandemi kayitlar1 verilebilir. Bu kayitlar giin gectikce daha
detayli ve dogru olarak tutulmaya baslanmigstir. Zaman serileri analiz edilerek bir¢cok veriye
ulagilabilir, yakin zamanda bu tiir calismalara 6rnek olarak (Nutku, 2024; Tian, 2023; Y1lmaz
ve dig., 2023) verilebilir. Zaman serileri elde etmenin bir diger yolu birbirine bagli olan
denklemlerin numerik olarak ¢oziilmesi ve ¢oziimlerin her bir adimindaki degerlerinin kayit

altina alinmasi ile olabilir.

Lyapunov Ustelleri: Lyapunov iistelleri A ile temsil edilen kaotik sistemler i¢in baslangic
kosullarina olan duyarliligin bir Olciisiidiir. Faz uzayinda baglangicta birbirine yakin
yoriingelerin iistel olarak farklilasmasini temsil eder. Eger A negatif ise farkli baglangic
sartlar1 aym ¢ikis degerlerini vermeye meyillidir ve dolayisiyla gelisme kaotik degildir.
Eger A pozitif ise farkli baglangi¢ degerleri farkli ¢ikis degerleri verir yani hareket kaotiktir
(Y1lmaz ve dig., 2006). m boyutlu bir sistemde azalan sirayla verilen m adet Lyapunov iisteli

A1, A2, ..., Ay bulunur. Siirekli sistemler diferansiyel denklem olarak,

= F(x(r)) (32)

seklinde ifade edilebilir. Denk. (3.2) ile tanimlanan bir sistemi diisiinelim. Denklemin her iki

tarafinin varyasyonu alindiginda, x(t) teget uzayda sonsuz kii¢iik vektor degisimi dx evrimini
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veren denklem elde edilir:

déx B oF

Denk. (3.3) ¢coziimiinden,
dx(t) = A'6x(0) (3.4)

elde edilir. Burada A" = exp( [ (dF /dx)dt) olarak verilir ve 0 > dan t zamanina kadar sonsuz

kiigiik vektor olusturan dogrusal bir operatordiir. Teget vektoriin ortalama iistel sapma orant,

A[x(0), 8x(0)] = 1113;%1\ (((t)))| (3.5)

seklinde ifade edilir (Liu, 2010). Lyapunov iistelleri su sekilde verilmistir:
},,' = A[X(O), e,-] (36)

burada e;, m boyutlu temel bir vektordiir. A¢ik¢a goriiliiyor ki her Lyapunov iisteli ¢ekici

tizerindeki yerel sapma oranlarinin tamaminin ortalamasidir.

Bir zaman serisinin kaotik olup olmadigin1 kontrol etmenin en kolay yolu A;’ i
yani maksimum Lyapunov iistelini (A,4;) hesaplamaktir. Bunun nedeni, kaotik bir
yoriingenin maksimum harcama yoniine gitme egilimidir. Sayisal olarak A, asagidaki
gibi hesaplanabilir. Birbirine ¢cok yakin iki baglangi¢ noktasi secelim ve aralarindaki mesafe
do << 1 olsun. Daha sonra kiiciik bir zaman aralig1 7 icin dinamik sistem entegre edilirse
noktalar arasindaki mesafe d; olacaktir. Yoriinge cekicinin sinirina ulastiginda d mesafesi
katlanarak biiyiimeyecektir. Yeniden normallestirme yapildiginda bu sorunun iistesinden

gelinir ve entegrasyonu tekrar yaparak baska bir d mesafesi elde ederiz. Bu sekilde,

di
Amax = lim E Z In_- (3.7)

elde edilir.

Faz Uzay : Faz uzayi, bir sistemin tiim dinamik degiskenlerini kapsayan soyut matematiksel

uzaydir. Dinamik sistemin olas1 her durumu faz uzayinda bir nokta ile temsil edilebilir.
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Siirekli bir dinamik sistemde degiskenlerin degerleri zaman icinde degistikce sistemin
durumunu tanimlayan nokta kesintisiz bir egri ¢izer. Ayrik sistemlerde her durumu temsil
eden bu noktalar sirali bir nokta dizisi olusturur. Mekanik sistemler i¢in genellikle konum
ve momentum degiskenlerinin tiim olas1 durumlar1 faz uzayimni olusturur. N adet dinamik
degiskene sahip bir sistemin belirlenen bir zamandaki durumu, N boyutlu Oklid uzayinda
(R™) bir nokta ile drneklendirilir. Ideallestirilmis basit bir sarkac icin faz uzay1 temsilini
inceleyelim. Sarkag sistemi igin acisal konum 6 ve hmz O olmak iizere iki fiziksel
dinamik degisken vardir, dolayisiyla faz uzay: iki degisken ile R”> olarak tamimlanabilir.
Sistemde enerji korunuyorsa ve agisal salimmlar kiiciikse, £ = 1g2 4+ %92 olur ve faz uzayi
degiskenleri bir daire tizerinde temsil edilir. Sistemin enerjisi ne kadar biiyiikse degiskenlerin
faz uzayinda temsil ettigi dairenin yaricapi o kadar biiyiik olur. Gergek fiziksel bir sarkag icin
hava direnci ve siirtiinmeler sarkacin dinamiginde ve hareketinde s6z sahibidir. Yani sarkacin
enerjisi bir siire sonra bu etkenlerden dolay1 azalacaktir. Bu durumda faz uzay1 yolu, sabit
nokta cekicisi adi verilen son dinlenme noktasina dogru giden bir sarmaldir. Bir ¢ok fiziksel
sistemin uzun siireli dinamik davranislari, faz uzayindaki bir ¢ekici tarafindan tanimlanabilir

(Henry ve dig., 2000).

Faz Uzaymin Yeniden Olusturulmasi: Bir dinamik sistem i¢in Olgiilen zaman serisi,
sistemin davraniglarini temsil eden ¢ekicinin bir ya da birkac de8iskeninden alinan skaler bir
Olctimdiir, fakat bir yoriingeyi temsil etmez. Bu nedenle 6ncelikle verilen zaman serisinden
yoriingeyi bulmamiz ve Lyapunov iistel hesaplamarini yoriingeye bagh olarak yapmamiz
gerekir. Bu problem Takens (Takens, 1981) tarafindan ortaya konulan gecikme-koordinat
gomme teknigi ile matematiksel olarak coziilebilir. Takens’ 1n gecikme-koordinat gdbmme
teknigi basit olarak su sekildedir: Ornekleme aralimin At oldugu olgiilen bir zaman serisi

s(k) = s(to + kAt) *den m bilesenlerinin asagidaki vektor miktari olusturulur:
u(t)=st),s(t+1),...s(t+(m—1)7), (3.8)

burada t =ty 4+ kAt, T At’ nin tam say1 katt olan gecikme siiresidir ve m gomme boyutudur.
Burada hangi zaman gecikmesi 7 degerinin ve hangi m boyutunun kullanilacagi belirlenir
(Packard ve dig., 1980). Yeniden olusturulan u(z) vektoriiniin T ve m’ nin hangi kosulu

altinda bilinmeyen cekicinin gercek yoriingesini temsil edecegi belirlenir.

Zaman Gecikmesi: GOmme teoremi, faz uzayinin yeniden olusturulmasinda kullanilacak
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zaman gecikmesinin secimi konusunda bilgi vermez. Gecikme siiresi T Denk. (3.8)’
deki degiskenlerin herbirinden bagimsiz olmalidir. Bu nedenle gecikme siiresinin se¢imi
onemlidir. T gecikme zamani Ty 6rnekleme zamaninin bir kati olmalidir. Eger 7 cok kisa
secilirse s(¢) ve s(t + 7) koordinatlart birbirine ¢ok yakin olacagindan ayirt edilemezler ve
o zaman icinde herhangi bir dinamigin ortaya ciktig1 gozlemlenemez. Eger 7 cok biiyiik
secilirse s(¢) ve s(t + T) istatistiksel anlamda tamamen birbirinden bagimsiz olacagindan
ceker tizerindeki bir yoriingenin izdiisiimii birbirinden tamamen bagimsiz iki yon iizerinde
olugur. Bu nedenle gecikme siiresi, s(#) ve s(f + ) ’nin ayrt edilmesini saglayacak kadar
biiyiik olmali, ancak istatiksel olarak birbirinden tamamen bagimsiz olacak kadar da biiyiik
olmamalidir. Bu sarti saglamasi i¢in zaman gecikmesi 7, karsilikli bilgi /(7) ’nin ilk

minimum oldugu yer olarak secilmelidir.

Karsihkh Bilgi (Mutual Information) : Olciilen bir veri sinyali s(¢) i¢in olasilik dagilimin
gosteren bir histogram olusturabiliriz. Veri sinyalinin histogramin i. bolmesi icinde bir deger
alma olasilig1 p; ile belirtilsin ve p;;(7), s(¢) * nin i bolmesinde ve s(¢ +7) * nin j bolmesinde

bulunma olasilig1 olsun. Boylece zaman gecikmesi i¢in karsilikl bilgi,
1(t) =Y pij(?)Inpij(t) =2 pilnp; (3.9)
L,j i

ile verilir. 7 = 0 durumunda yukaridaki denklem ve ortak olasiliklar p;; = p;0;j, veri
dagilimiin Shannon entropisini verir (Shannon, 1948). Karsilikli bilginin degeri, iyi bir
deger verildiginde belirli histogram se¢iminden bagimsizdir. Bilyiikk T degerinde s(z) ve
s(t+7) ’ nin birbirleriyle ve p;; ile baglantisi yoktur ve boylece p;p; ¢arpanlara ayrilir
ve kargilikli bilgi sifir olur. Karsilikli bilgi /(7) dogrudan zaman serisi s(7) den elde edilip
yorumlanabilir. Ortalama karsilikli bilginin diger bir 6zelligi, koordinat sistemindeki diizgiin

degisiklikler altinda degigsmez olmasidir.

Gomme Boyutu: Gercek bir dinamik sistemi aslina uygun olarak olusturmak igin
yerlestirme boyutunun yeterince biiylik olmasi gerekir. Takens teoreminde bu m boyutlu
uzay icin bir alt sinir elde edilebilir. m boyutlu bir uzayda, d; boyutlu bir alt uzayin ve d;
boyutlu bagka bir alt uzayin genel olarak d; = d; + dy — m boyutlu alt uzaylarla kesistigini

not ediyoruz. Eger d; negatifse, o zaman iki alt uzayin kesisimi yoktur.

Ayni d4 boyutuna sahip iki alt uzay yani yoriinge i¢in kendisiyle kesisip kesismeme sarti
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2ds —m < 0 ya da m > 2A olur. Bu sartlar saglandiginda kesisimler meydana gelmez. Bir
dy boyut dizisini yansimalardan daha diisiik boyutlara agma sorunu, yansimalar yapilirken
boyut dizisinin kendi kendisiyle kesigsmesiyle ilgilidir. Tek bir nesneyi daha diisiik boyutlara
acmak icin m > 2dy sarti saglanmalidir. Bu kosulu saglayan en kiiciik m degeri, tam say1

olmak sartiyla gdmme boyutuna m karsilik gelir (Liu, 2010).
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4. BULGULAR

4.1. MODIFIYE ETKILESIM DENKLEMININ ANALIZi

Karanlik madde ve karanlik enerji etkilesimi icin Aydiner tarafindan 6nerilen ve denklem

(2.81) de verilen Tip-II denklemini

dx1

— = XX

7 2X3

dx;

-~ . (x3 —q)x1 4.1)
d

% = (1 —sinx;) sinxp

seklinde yazabiliriz. Bu Tip-1I denkleminin modifiye halidir. Bu model i¢cin motivasyonumuz
su sekildedir : Sistem-2 deki 6z-etkilesimin (1 — sinx;) ve Sistem-1 deki 6z etkilegimin ise
sinx, seklinde degistigi kabuliine dayanmaktadir. Denklemlerdeki x3 degiskeni, sistemler
arasindaki x; ve x enerji akislarinin sistemlerin iizerinde yarattigi dongiisel dinamigin
degisimini temsil etmektedir. Bu modifiye denklemler, KM ve KE arasindaki etkilesimi
temsil etmektedir ve karanlik sektor arasindaki etkilesimini 1s1 transferi yoluyla agiklar. Bu

boliimde denklem (4.1)’1 analiz edecegiz ve bulgular1 paylasacagiz.

4.2. SABIT NOKTALARIN HESAPLANMASI

Oncelikle denklemler icin sabit noktalar1 hesaplayalim. Bu hesaplamay1 yapmak icin f; =
dditl, = % ve f3 = ddif olarak alalim. Fonksiyonlarin ¢6ziimiinden sabit noktalar elde edilir.

f1=0, f =0ve f3 =0 esitliginden

fi=xx3=0
fr=x3—¢)x1 =0 4.2)

f3 = (1 —sinxy)sinx; =0
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olarak yazilir. IIk denklemden x, = 0 ve x3 = 0, ikinci denklemden x; = 0 ve x3 = g
ve lclincli denklemden sinx, = 0 ve sinx; = 1 olarak elde edilir. Baslangi¢ kosullari
x1(0) = 1,x(0) = 1,x3(0) = 0, 1 ve kontrol parametresi ¢ = 15,2 secildiginde denklemlerin
MATLAB uygulamasi ile numerik ¢dztimlerinden sabit noktalar (x1,x2,x3) = (0,0,0) ve
(x1,x2,x3) = (0.95,11.2,0.33) olarak elde edildi. Elde edilen sabit noktalar Brouwer sabit
nokta teoremi (1911)’ne gore, tammladigimiz fi, f> ve f3 fonksiyonlarinin ¢6ziimiiniin

kapal1 bir yoriinge tanimlamasi gerektigini gosterir (Park, 1999).

Sabit noktalar (x,x,x3) = (0.95,11.2,0.33)" in kararlilik analizini yapmak i¢in Jacobian

matris, 3-boyutlu nonlineer denklemimiz icin ¢oziiliirse,

3—){} 3—)@ 3—){; 0 x3 X2 0 0,33 11,2
J= 3_){? 3—52 g—fi B X3—4q 0 x| =1(-14,8 0 0,95 4.3)
3—){? g—){; 3_1]2 —cosxi.sinxy cosxj.cosxy 0 0,55 0,15 O

¢Oziimlerini elde ederiz. Sabit noktalarin kararli olup olmadigin1 belirlemek i¢in Jacobian
matris determinant coziimlerinden ozdegerleri elde etmemiz gerekir. Jacobian matris

determinanti

det(J(B) —AI) =0 4.4)

seklinde verilir. Burada P; degiskenler, A 6zde8erler, I birim matrisdir. Sabit noktalar

(x1,2x2,x3) = (0.95,11.2,0.33) i¢in determinant ¢6ziimii

—A 0,33 11,2
J(x1,x02,x3) =|—14,8 —A 0,95 4.5)
0,55 0,15 -4

seklinde yazili. MATLAB programiyla yapilan ¢oziimlerden A; = —3,13, 4, = 1,56 +
2,42i, A3 = 1,56 — 2,42i 6zdegerleri elde edildi. Sonuglardan goriildiigii gibi bir reel iki adet
ise kompleks eslenik 6zdegerleri elde ettik. A; < 0 oldugundan negatif bir 6zdeger, A, ve A3
ise reel kisimlart sifir olmayan kompleks eslenik 6zdegerlerdir. A, ve A3 kompleks eslenik
Ozdegerlerinin reel kisimlar1 pozitiftir. J 'nin 6zdegerlerinden en az birinin reel kisminin
pozitif deger almasi sabit noktalarin kararsiz oldugunu gosterir. Kompleks eslenikler A, ve

A3 sabit noktalarin kararsiz oldugu spiral noktalara karsilik gelir.
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4.3. ETKILESIM DENKLEMLERININ KAOS ANALIZI

4.3.1. Denklemlerden Zaman Serilerinin Elde Edilmesi

Denklemlerin temsil ettigi dinamik sistemlerin zaman i¢indeki davraniglarini tespit
edebilmek i¢in, belirledigimiz baslangi¢ kosullar1 altinda x1, x, ve x3 degerleri i¢in zaman
serisi grafiklerini ¢izdirmeliyiz. Baglangi¢ kosullarini x; (0) = 1,x,(0) = 1,x3(0) = 0,1 ve
kontrol parametresi degerini ¢ = 15,2 seciyoruz. Denk. (4.1)’ i niimerik olarak MATLAB
programinda cozdiirdiikk. Elde ettimiz coziimlerden zaman serileri; x| zaman serisini
Sekil 4.1:, x, zaman serisini Sekil 4.2: ve x3 zaman serisini Sekil 4.3:’de grafik olarak

cizdirdik.

4.3.2. Zaman Serilerinin Faz Uzayinda Gosterilmesi

Modifiye denklemimiz (4.1) * in x;(0) = 1,x2(0) = 1,x3(0) = 0,1 ve ¢ = 15,2 baslangi¢
kosullar1 ile zaman serilerini ¢izdirmistik. Bu kisimda elde ettigimiz zaman serilerinin faz

uzay1 goriintiilerini ¢izdirecegiz.

Zaman serilerimizden x| zaman serisini X eksenine, x, zaman serisini z eksenine ve x3 zaman
serisini y eksenine alarak Sekil 4.4:’de ii¢ boyutlu faz uzay1 grafigini ¢izdirdik. Bu grafikten
acikca goriildiigii gibi zaman serileri bir ceker etrafina yerlesmistir. Burada cekerin goriilmesi

kaos analizi agisindan onemlidir.

Zaman serilerinin li¢iinii birbirlerine kars1 ¢izdirdigimiz ii¢ boyutlu faz uzay: grafiginde bir
ceker gozlemlemistik. Simdi bu zaman serilerini ayr1 ayr1 birbirlerine kargi ¢izdirerek faz
uzayi goriintiilerini elde edelim. Oncelikle x; zaman serisi ile x, zaman serisinin birbirlerine
gore grafiklerinden olusan faz uzay1 goriintiisii Sekil 4.5:’de verilmistir. Burada ¢ok agik bir

sekilde ¢eker goriilmektedir. Bir nokta etrafinda zaman serileri konumlanmaistir.

x1 ve x3 zaman serilerini birbirlerine karsi cizdirerek olusturulan faz uzayi goriintiisii
Sekil 4.6:’da verilmistir. Burada belli bir bolgede kesikli olarak cizgiler olusmustur. A¢ik
bir ceker goriilmemektedir ancak zaman serileri rastgele dagilmamis ve bir bolgede kesikli
cizgiler halinde kalmistir. Bu zaman serilerinin gecikmeli koordinat ekseninde cizilen faz

uzay1 goriintiilerinde ceker goriilebilir. Ilerleyen kisimlarda bu analizi de yapacagiz.

Zaman serilerinden x, ve x3’iin birbirlerine kars1 cizdirilmesi ile elde ettigimiz faz uzayi
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Sekil 4.1: (4.1) denkleminin numerik ¢6ziimii ile elde edilen x| zaman serisi grafigi.

15 T T T T T

10 -

-15 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Iterasyon

Sekil 4.2: (4.1) denkleminin numerik ¢6ziimii ile elde edilen x, zaman serisi grafigi.



45

0.55 T T T T T

0.45 - y

0.35 1

0.25 [ ]

oz a

001?1 H w WM'W TR

0.05 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

iterasyon

Sekil 4.3: (4.1) denkleminin numerik ¢6ziimii ile elde edilen x3 zaman serisi grafigi.

goriintiisii Sekil 4.7:’de verilmistir. Bu faz uzay1 grafigi incelendiginde agik¢a bir ceker

goriilmektedir.

4.3.3. Zaman Gecikmeli Koordinat Sisteminde Faz Uzaymin Yeniden Insas:

Zaman serilerinin, zaman gecikmeli koordinat sisteminde faz uzayi goriintiilerini ¢izmek icin
oncelikle gecikme zamaninin (7) hesaplanmasi gerekmektedir. Denklem (4.1) icin numerik
cOziimler yapmis ve xp, x> ve x3 zaman serilerini elde edilmistik. Oncelikle x; zaman serisini
ele alacagiz. Bu zaman serisini x| = x1,x3,....xy seklinde ifade edebiliriz. Zaman serisini T
kadar oteleyerek x;;; zaman serisini elde ederiz. Bu iki zaman serisi arasindaki kargilikli

bilgiyi,

Xiy Xj
p(xi,xi+r)10g2( p( 4 H-T)

\AOTT) 4.6
1 ) piise) (*0)

M=

I(1) =

~.

denkleminden hesaplayabiriz. Bu islemi 7 = 1 icin yaptiktan sonra T = 2, T = 3.... icinde
yapariz. En diisiik degere ulastigimiz zaman gecikme zamanimi hesaplamis oluruz. Burada
ideal olan I = O olmasidir fakat bu degere ulagilmasa bile / degerinin azalmasimin durup

artmaya bagladig1 noktay1 gecikme zamani olarak kabul edebiliriz.
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Sekil 4.4: (4.1) denkleminin numerik ¢oziimii ile elde edilen zaman serileri x, x, ve x3° {in
faz uzay1 grafigi.(q=15,2)

1 5 T T T T T T T T

10 [

A0t

Sekil 4.5: (4.1) denkleminin numerik ¢oziimii ile elde edilen zaman serileri x; ve x> nin
birbirlerine karsi faz uzay: grafigi. (q=15,2)
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Sekil 4.6: (4.1) denkleminin numerik ¢oziimii ile elde edilen zaman serileri x; ve x3’iin
birbirlerine karsi faz uzay: grafigi. (q=15,2)
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Sekil 4.7: (4.1) denkleminin numerik ¢oziimii ile elde edilen zaman serileri x; ve x3’ {in
birbirlerine kars1 faz uzay: grafigi. (q=15,2)
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Faz uzayinda cizgilerin birbirini kesmemesi gerekmektedir. Ayrica zaman serilerinin
kaotik analizinde zaman serilerindeki hatali hesaplamalar1 durdurmak i¢in en yakin hatali
komsulugun bagka bir ifade ile gdomme boyutunun hesaplanmasi gerekmektedir. Gomme

boyutu,

> Esik mesafesi 4.7)

R} (d+1) —Ri(d)
R} (d)

seklinde hesaplanir. Bu denklemde gecen R ifadesi,
R (d) =| X — X" | (4.8)

seklinde verilir.

X, (t+9)
X, (t+18)

Sekil 4.8: x; zaman serisinin T =9 ve m = 3 i¢in yeniden yapilandirilan faz uzayi grafikleri.
Sol: x1(t) —x1(t +9) grafigi, Sag: x| (t) —x; (t + 18) grafigi.

X1 zaman serisi i¢in yaptiZimiz hesaplamada 7 = 9 hesaplanmistir. Bu zaman serisi icin
gomme boyutu m = 3 olarak hesaplanmigtir. GGmme boyutu sayisi, hesaplanacak Lyapunov
isteli say1sinin ne olmasi gerektigini de sdylemis olur. m — 1 tane zaman gecikmeli koordinat
sisteminde faz uzayi goriintiisii ¢izeriz ve Lyapunov iisteli hesaplariz. x; zaman serisinde
m = 3 ve gecikme zaman1 T = 9 alinarak Sekil 4.8:’de sol tarafta verilen faz uzay1 grafigi,
gecikme zamani 2x7 = 18 alinarak gecikmeli zaman koordinat sisteminde Sekil 4.8:’de sag
tarafta verilen grafik elde edilmistir. Bu faz uzay grafiklerinde ¢ok agik bir sekilde ¢ekerler

goriilmektedir.

X zaman serisi i¢in T = 3 ve m = 3 olarak hesaplanmigtir. Bu durumda m — 1 tane yani 2 tane

gecikmeli koordinat faz uzay1 goriintiisii ¢izilmesi ve iki tane Lyapunov iisteli hesaplanmasi
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X, (t+3)
o

X2(1+6)
o

Sekil 4.9: x; zaman serisinin T =9 ve m = 3 i¢in yeniden yapilandirilan faz uzayi grafikleri.
Sol: xp(t) —xp(t + 3) grafigi, Sag: x»(t) —x2(t + 6) grafigi.

0.6 0.6

0.5 05
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0.3 03
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X, (t+14)

021 02r

01t 01l

Sekil 4.10: x3 zaman serisinin T =9 ve m = 3 i¢in yeniden yapilandirilan faz uzayi grafikleri.
Sol: x3(t) —x3(t +7) grafigi, Sag: x3(t) — x3(t + 14) grafigi.

gerekmektedir. Gecikmeli zaman koordinat sisteminde 7 = 3 alinarak Sekil 4.9:’da sol
tarafta verilen faz uzay1 goriintiisii elde edilmistir. Yine gecikme zamani 2x7 = 6 alinarak
Sekil 4.9:’sag da verilen faz uzay1 goriintiisii elde edilmistir. x, zaman serisinin gecikmeli
koordinat faz uzay1 grafiklerinde de cok acik bir sekilde ¢ekerler goriilmektedir. x; zaman
serisinde, ceker daha noktasal bir goriintii vermistir. Burada ise cekerimiz dogrusal bir
goriintii vermektedir. Sistem bir nokta yerine ya birden ¢ok nokta tarafindan ya da bir dogru

tarafindan ¢ekilmektedir.

X3 zaman serisi icin kaos parametrelerini hesapladigimizda gecikme zamani1 7 = 7 ve gdomme
boyutu m = 3 hesaplanmistir. Bu durumda m — 1 = 2 tane zaman gecikmeli koordinat
sisteminde faz uzay1 grafii cizilmesi gerekmektedir. Gecikme siiresi T = 7 alinarak
Sekil 4.10:°da sol tarafta verilen faz uzayi grafigi elde edilmistir. Gecikme zamani 2x7 = 14

alinarak Sekil 4.10:’da sag tarafta verilen faz uzay1 grafigi elde edilmistir. Burada 6nceki
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iki zaman serisindeki gibi belirgin bir ¢eker gézlenmemistir, ancak grafikler incelendiginde

zaman serisinin bir ¢eker etrafinda konumlandig: goriilmektedir.

4.3.4. Lyapunov Ustelinin Hesaplanmasi

Zaman serileri i¢in olusturudugumuz zaman gecikmeli koordinat sisteminde faz uzayi
goriintiilerini elde etmistik. Faz uzayinda zaman serilerinin bir ¢ceker etrafinda hareket ettigini
tespit etmistik. Bu harekette zaman serilerinin birbirine yaklagmasi veya uzaklagsmasini ifade
etmek gerekir. Yeniden inga ettigimiz faz uzayinda bu yaklagsmanin veya uzaklagmanin iistel

olarak olciisiinii Lyapunov iistelleri ile hesaplayabiliriz. Lyapunov iisteli,

1 Kmak 1 Y _ Y*
b G Ly D isk Yok o
(Kmak_Kmin+1)dt K:KminK H YZ_Y, ”

denklemi ile hesaplanabilir. K,,,;, ve K, Lyapunov iistelini hesaplamak istegimiz araligi
ifade eder. y;, Lyapunov iistelini hesaplayacagimiz zaman serisidir. Bu zaman serisi 7, 2x7,
3xT ...(m — 1)x7 kadar otelenerek ikinci bir zaman serisi elde edilir. Bu iki zaman serisi
kullanilarak Denk. (4.9) yardimi ile Lyapunov iisteli hesaplanir. Gimme boyutu m = 4
ise toplam 3 tane Lyapunov iisteli hesaplanacaktir. Bu iistellerin en biiyiigiine en biiyiik
Lyapunov iisteli denir ve LLE olarak ifade edilir. Elde edilen pozitif bir Lyapunov iisteli
kaosun en biiyiik isaretidir. Biz MATLAB programinda Denk. (4.9) kullanarak en biiyiik
Lyapunov {istellerini hesaplayacagiz (MATLAB, 2023).

Niimerik ¢oziimle elde ettigimiz x; zaman serisi i¢in gecikme zamanini 7 = 9 ve gdmme
boyutunu m = 3 olarak hesaplamistik. Bu veriler kullanilarak elde edilen faz uzayinda,
zaman serilerinin birbirlerine yaklasma veya uzaklagsmalarmin iistel dl¢iitii olan Lyapunov
istellerini hesapladik. Sekil 4.11:’de x; zaman serisi i¢in yatay eksen 0 — 50 arasinda
genisleme aralifi olarak alinmig ve diisey eksen iki zaman serisi arasindaki mesafenin
farklilagmasinin iistel olarak ortalamasi olarak ifade edilmistir. Diisey eksen logaritmik
koordinatlarda cizilmistir. x; icin en biiyilk Lyapunov iisteli LLE = 0.0172 olarak elde
edildi. Bu sonu¢ maksimum Lyapunov iistelinin pozitif deger aldigint ve x; degiskeninin

davraniginin kaotik oldugunu gosterir.

Sekil 4.12: incelendiginde ayni1 durum x, degiskeni i¢in de gecerlidir. Grafikten de

goriildiigii gibi 0-50 genisleme araliginda x; i¢in maksimum Lyapunov iisteli A,,,, = 0.0234
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En Biiyiik Lyapunov Usteli : 0.0172081
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Sekil 4.11: x; zaman serisinin T =9 ve m = 3 icin en biiyiik Lyapunov {isteli grafigi.(q=15,2)

olarak elde edildi. Pozitif Lyapunov iisteli x, degiskeninin davranisinin kaotik oldugunu

gosterir.

Sekil 4.13: incelendiginde x3 degiskeni icin 0-40 genisleme araliginda Lyapunov {iistelleri
egrisi goriilmektedir. x3 degiskeni i¢in maksimum Lyapunov iisteli A, = 0.0281 olarak
elde edildi. Sonug olarak elde edilen pozitif Lyapunov iistel degeri degiskenin davranisinin

kaotik oldugunu gosterir.

4.3.5. Farkh Baslangi¢c Durumu i¢in Coziimler

Simdi farkli baslangic kosullar1 ve farkli bir g parametresi de8eri icin ayni ¢oziimleri
tekrarlayalim. x|, x, ve x3 icin baglangi¢ kosullarint x;(0) = x»(0) = x3(0) = 2 ve kontrol
parametresini ¢ = 5 olarak kabul edersek Denk. (4.1)’ in numerik ¢oziimiinden x; i¢in
Sekil 4.14: sol’ daki gibi, x; icin Sekil 4.14: sag’ daki gibi, x3 i¢in ise Sekil 4.15: sol’daki

gibi elde ederiz.

X1, x2 ve x3 i¢in elde edilen zaman serilerinden kaotik davraniglari gosteren c¢ekerlerin
yapisint daha iyi yorumlayabilmek icin birbirlerine kars1 faz uzay: grafiklerini Sekil 4.15:
sag ve Sekil 4.16:’da cizdirdik. Sekil 4.15:° de x; ve x; icin elde edilen grafik incelendiginde
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En Biiyiik Lyapunov Usteli : 0.0234786
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Sekil 4.12: x, zaman serisinin T = 9 ve m = 3 icin en biiyiikk Lyapunov iisteli grafigi.(q=15,2)

Ortalama Logaritmik Sapma

En Biiyiik Lyapunov Usteli : 0.0281148

-62F . .
x=39.80

-6.4
6.6 @ Orijinal Veri Il

' — — — - Lineer Fit
-6.8

7 il
-7.2 1

5=t gb I I I I I
5 10 15 20 25 30 35 40

Genisleme Adimi

Sekil 4.13: x3 zaman serisinin T =9 ve m = 3 icin en biiyiik Lyapunov {isteli grafigi.(q=15,2)
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Sekil 4.14: Sol: (4.1) denkleminin farkli baglangi¢c kosullarinda numerik ¢oziimii ile elde
edilen x; zaman serisi. Sag: (4.1) denkleminin farkli baglangi¢c kosullarinda numerik
¢coziimil ile elde edilen x, zaman serisi (q=5).
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Sekil 4.15: Sol: (4.1) denkleminin farkli baslangi¢ kosullarinda niimerik ¢oziimii ile elde
edilen x3 zaman serisi. Sag: x; ve x zaman serilerinin birbirlerine kars1 faz uzayi

grafifi (q=5).

22

22

Sekil 4.16: Sol: x; ve x3 zaman serilerinin birbirlerine karg1 faz uzay: grafigi (q=5). Sag: x,
ve x3 zaman serilerinin birbirlerine kars1 faz uzayi grafigi (q=5).
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X(2) -4 -2 7 X(1)

Sekil 4.17: Farkli baglangi¢ kosullari icin x1, xo ve x3 zaman serilerinin ii¢ boyutlu faz uzay1
grafigi. (q=5)

limit dongiiye yakin bir simit yani kapali bir egri goriilmektedir. Sekil 4.16:’da ise tam
olarak bir ¢eker gozlenmemistir. x1, x, ve x3 zaman serilerinin {i¢iiniin birbirine kars1 faz
uzay1 grafigi Sekil 4.17:°de verilmistir. Bu grafik incelendiginde bariz bir sekilde bir ceker

goriilmektedir.

Elde ettifimiz zaman serilerinin, kaotik davranig gosterip gostermedigini belirlemek i¢in
zaman gecikmeli koordinat sisteminde yeniden yapilandirilan faz uzayi goriintiilerini
cizdirmeli ve Lyapunov iistellerini hesaplayip maksimum Lyapunov iistelini belirlemeliyiz.
Yine ayni sekilde, oncelikle gecikme-koordinat gomme teknigi ile gecikme zamani T ve
gomme boyutu m degerlerini hesapladik. Maksimum Lyapunov iisteli pozitif deger aliyorsa

X1, X ve x3 i1¢in zaman serilerinin kaotik oldugu yorumunu yapabiliriz.

Denklem (4.1)’ de ¢ = 5 alinarak niimerik ¢6ziim yapilmistir. x; zaman serisi i¢in yapilan
kaos analizinde gecikme zamani1 T = 8 ve gomme boyutu m = 3 olarak hesaplanmistir. Elde
edilen bu veriler ile Sekil 4.18: grafikleri cizilmistir. Grafikler incelendiginde x; = 2 noktasi

civarinda doniis noktalart mevcuttur.

Denklem (4.1)’ de ¢ = 5 alinarak niimerik ¢oziim yapilmistir. x, zaman serisi icin yapilan
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X, (t+8)
o

X, (t+16)
o

Sekil 4.18: x; zaman serisinin faz uzayinda yeniden yapilandirma grafikleri. (T = 8 ve m = 3)
Sol: x1(t) —x1(t +8),Sag: x1(t) —x1(t 4+ 16) grafigi.

X2(t+7)
o

X, (t+14)
o

X, %,

Sekil 4.19: x, zaman serisinin faz uzayinda yeniden yapilandirma grafikleri. (T =7 ve m = 3)
Sol: x3(t) —x2(t +7),8ag: x2(t) —x2(t + 14) grafigi.

kaos analizinde gecikme zamani 7 = 7 ve gdbmme boyutu m = 3 olarak hesaplanmigtir.
Elde edilen bu veriler ile Sekil 4.19: grafikleri cizilmistir. Grafikler incelendiginde x; = 3

civarinda doniis noktalar1 mevcuttur.

Denklem (4.1)’ de ¢ = 5 alinarak numerik ¢6ziim yapilmistir. x3 zaman serisi i¢in yapilan
kaos analizinde gecikme zamani T = 6 ve gdomme boyutu m = 3 olarak hesaplanmistir. Elde
edilen bu veriler ile Sekil 4.20: grafikleri ¢izilmistir. Grafikler incelendiginde tam olarak bir

ceker goriilmese bile zaman serilerinin belirli bolgelerde y181ldig1 goriilmektedir.

Sekil 4.21: ve Sekil 4.22:" de goriildiigii gibi maksimum Lyapunov iistel degerleri
hesaplandiginda pozitif degerler elde edilmistir. Grafiklerde x; igin A, = 0,0096, x, igin
Amax = 0,0263 olarak elde edildi.

Bu sonuglar tekrarli olarak farkli kosullar altinda test edildiginde yine ayni sonuglarin elde
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Sekil 4.20: x3 zaman serisinin faz uzayinda yeniden yapilandirma grafikleri. (7 =6 ve m = 3)
Sol: x3(t) —x3(t +6),Sag: x3(t) —x3(t + 12) grafigi.

En Biiyiik Lyapunov Usteli : 0.00963305
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Sekil 4.21: x; zaman serisinin farkli baslangic kosullar1 ve T = 8, m = 3 i¢in en biiyiikk
Lyapunov iisteli grafigi (q=5).
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En Biiyiik Lyapunov Usteli : 0.0263017
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Sekil 4.22: x; zaman serisinin farkli baglangi¢ kosullar1 ve 7 = 7, m = 3 i¢in en biiyiik
Lyapunov iistelleri grafigi (q=5).

edildigi goriildii. Pozitif maksimum Lyapunov iistel degerleri x1, x» ve x3 zaman serilerinin

dinamiklerinin kaotik oldugunu gosterdi.

Deterministik sistemlerde baslangi¢ kosullar1 biliniyorsa sistemin sonraki davraniglari
belirlenebilir. Ancak sistemin davramiglarinin her zaman bu sekilde belirlenebilecegi
anlamina gelmez. Deterministik sistemler bile baz1 kosullarda 6ngorillemeyen davranislar
gosterebilir. Bu ngoriilemeyen davraniglar sistem icin kaos olarak nitelendirilir. Ozellikle
ikiden fazla degiskene sahip karmagik sistemlerde bu Ongoriilmezlik belirginlesir ve

sistemden beklenmeyen davranislar goriilebilir.

Karmagik sistemler birden fazla serbestlik derecesine sahip ve etrafiyla madde ya da enerji
aligverisinde bulunan sistemlerdir. Karmagik sistemlerde sistemin sonraki davranislarini
tahmin edebilmek icin baslangi¢c degerlerinin sonsuz hassaslikta dlciilmesi gerekir. Tabiki
bu, karmagik bir sistem icin miimkiin degildir. Bu tanima gore evreni bir karmagik sistem
olarak tanimlayabiliriz. Evreni ve onu olusturan bilesenleri diisiindiigiimiizde evren birbiriyle
etkilesimde olan ¢ok fazla degiskene sahip bir sistemdir ve evrenin baslangic kosullari
bilinmediginden gelecekte nasil bir davramig gosterecegi de tam olarak bilinmemektir.

Bu yiizden evrenin evrimi siirecinde herhangi bir zamanda kaotik davraniglar gostermesi
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kac¢inilmazdir.

Denk. (4.1) karanlik bilesenler arasindaki etkilesimi temsil eden dogrusal olmayan ii¢
degiskenli bir denklemdir. Dogrusal olmayan degisken iceren bu denklemde Onceden
belirlenemeyen kaotik davraniglarin varligr 6ngoriilmektedir. Bu sebeple dogrusal analiz
yontemleri sistemin davraniglarini incelemek i¢in uygun yontemler degildir. Bu tiir dinamik

sistemlerin analizini yapmak i¢in kaos fizigi analiz metotlar1 kullanilmaktadir.

Karanlik bilesenler arasindaki etkilesimi temsil eden bu denklem sisteminin, kaotik analizini
yaparak sistemin davraniglarindaki kaotik durumu tespit ettik. Farkli baslangi¢ kosullar1 ve
parametre degeri i¢in sistemin zaman icerisindeki durumunu temsil eden zaman serileri
Sekil 4.1:, Sekil 4.2:, Sekil 4.3: ve Sekil 4.14:’ de cizdirilmistir. Zaman serilerinden xp, x»
ve x3 icin faz uzayi grafiklerini cizdirdik.Sekil 4.4: ve Sekil 4.17:" de x1, x ve x3 zaman
serileri i¢in ii¢ boyutlu faz uzayi grafikleri incelendiginde diizgiin bir limit dongiiden farkli
birbirini kesmeyen yoriingelerin olusturdugu tuhaf ¢ekerler elde ettik. Cekerlerin durumu
kararli durumdan ve limit dongiilerden ¢ok farklidir. Elde ettigimiz diizgiin olmayan sekiller
sistemin kaotik diizensiz davranmiglarinin resmidir. Lyapunov iistellerini hesaplayarak elde
ettigimiz verilerin kaotik olup olmadigini belirledik. Kaosun olmadigi durumda yani kararl
durumlarda faz uzayindaki egriler kapali bir sekil cizer ve egriler birbirinden 1raksamaz
ve yakinsamaz. Bdylece ortalama iistel sapma orani (Lyapunov iistel degeri) sifir olur.
Sekil 4.11:, Sekil 4.12: ve Sekil 4.13:’ te x1, xp, x3 zaman serileri i¢cin hesaplanan gecikme
zamani ve gobmme boyutu degerleri ile maksimum Lyapunov iistel grafikleri c¢izdirilmistir.
Maksimum Lyapunov istellerinin sifirdan farkli ve pozitif degerler aldigi goriiliir. Bu

degerler dogrusal olmayan kaotik bir duruma isaret eder.

Numerik c¢oziimler ve elde ettigimiz grafikler 1s18inda Denk. (4.1)’in temsil ettigi karanlik
madde ve karanlik enerji arasindaki etkilesimin kaotik oldugu gosterildi. Buna ek olarak elde
ettigimiz sonuclar sadece karanlik bilesenlerin etkilesimini tanimlamakla kalmayip etkilesim
halindeki tiim pargacik ve termodinamik sistemlerde, farkli baslangic kosullarinda, tahmin

edilemeyen kaotik davranislarin goriilecegini ispatlamigtir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Evrenin dinamik yapist ve evreni olusturan bilesenler kozmolojinin temelini olusturur.
Standart Kozmolojik Model (ACDM model), Biiyiik Patlama Teorisi, Alternatif Kozmolojik
Modeller, Etkilesimli Kozmoloji Modelleri gibi bircok teori evrenin olusumunu ve
dinamigini anlamaya yonelik One siiriilen bilimsel teorilerdir. Evrenin bu karmagsik ve
bilinmeyen yapis1 iizerine bir¢ok farkli goriis literatiirde yer almaktadir. Son donemlerde
standart modelin kozmolojik sabit sorunu ve tesadiif problemi gibi ¢oziilemeyen sorunlarla
kisitlanmasindan dolay1 evreni olusturan karanlik bilesenlerin etkilesime girdigi ve bu

bahsedilen sorunlar1 hafifleten etkilesim modelleri dikkat ¢cekmektedir.

Evreni birden fazla bilesenden olusan karmasik fiziksel bir sistem olarak ele alirsak evreni
olusturan karanlik madde ve karanlik enerji gibi bilesenlerin etkilesime girmedigi durum
pekte gercekci sayilmaz. Karmasik fiziksel sistemlerin dinamiginde dogrusal sistemlere
gore Ongoriillemeyen davraniglar goriilmektedir. Bu savi Evren dinamigine uygularsak
karanlik sektor arasindaki etkilesimin ongoriilemeyen ve kaotik oldugu durum goz ardi
edilemez. Literatiirde Kaotik Evren Modeli, Karanlik Madde ve Karanlik Enerji Arasindaki
Kaotik Etkilesimler gibi evrenin dinamigini kaos fizigi ¢ikarimlari ile agiklayan ¢aligmalar

mevcuttur (Aydiner, 2018; Aydiner, 2023).

Bu bilgiler 1s18inda, bu tez c¢alismasinda karanlik madde ve karanlik enerjinin
etkilesimlerinin kaotik olabilecegi durumlar incelenmistir. KM ve KE bagli etkilesen
termodinamik sistemler olarak ele alinmig, Aydmer’ in etkilesen termodinamik sistemler i¢in
yeniden tanimladig1 6z-etkilesim ve karsilikli etkilesim yaklagimlar: ile modifiye etkilesim
denklemi elde edilmis ve bu modifiye etkilesim denklemlerinin kaos fizigi analiz yontemleri
ile kaotik analizi yapilmistir. Elde edilen bu denklemler Termodinamigin birinci yasasindan
yeni bir etkilesim semas1 yaklasimi oz-etkilesim semast ile ikinci dereceden terimler iceren
modifiye denklemler olarak ele alindi (Denk. 4.1). Bu denklemler i¢in sabit noktalar
hesaplandi. Kararlilik analizi i¢in se¢ilen baglangi¢ kosullarinda Jacobian matris 6zdegerleri
hesaplandi. Elde edilen pozitif 6zdegerler sabit noktalarin kararsiz oldugunu gosterdi.
Hesaplamalar dogrultusunda secilen baslangi¢c kosullarina gére Denk.(4.1)” deki x1, xo ve

x3 degiskenleri icin zaman serisi grafikleri ¢izildi. Zaman serilerinden faz uzayi grafiklerini
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tekrar yapilandirmak icin Takens zaman geciktirme-gomme boyutu teoremi ile zaman
geciktirme 7 ve gdbmme boyutu m degerleri hesaplandi. Kontrol parametresi g degeri i¢in
sectigimiz keyfi deger ile T ve m degerlerine karsilik faz uzay: grafikleri cizildi. Sekil 4.8:,
Sekil 4.9:, Sekil 4.10: grafiklerinde sistemin davraniglarin1 tanimlayan garip ¢ekiciler elde
edildi. Elde ettigimiz faz uzay1 grafiklerinden kaotik olup olmadigini belirlemek igin
maksimum Lyapunov {istellerini hesapladik ve Sekil 4.11:, Sekil 4.12: ve Sekil 4.13:
grafiklerini bu degerlere gore elde ettik. Sonu¢ olarak {i¢ degisken icinde elde edilen
pozitif maksimum Lyapunov iistelleri modifiye denklemimiz (4.1)" deki karanlik sektorii
temsil eden bilesenlerin etkilesimin kaotik oldugunu gosterdi. Faz uzayi analizlerinden elde
ettiimiz bu cekerler kararli durumdan ¢ok farklidir ve karanlik bilesenlerin olusturdugu
modifiye denklem sistemimizin dinamiginin kaotik oldugunu ispatlamistir. Elde ettigimiz
sonuglarin dogrulugunu test etmek icin farkl baglangi¢ kosullar1 ve g parametresi ile Denk.

(4.1) icin tekrar ¢oziimler yapildi.

Bu tez calismasinda, evrenin karanlik bilesenleri arasindaki etkilesime kaotik bakis acisiyla
yaklagarak bilimsel anlamda agiklamalar yapildi. Elde ettigimiz sonug¢lar mikro yapidan
makro yapiya kadar deterministik yaklagimin tersine fraktal yapilarin ve kaotik davraniglarin,
evreni olusturan karanlik madde ve karanlik enerji gibi bilesenler arasindaki etkilesimde
de gozlenebilecegine dair bir kanittir. Ayrica daha genel bir diisiinceyle bu yeni yaklasim
yontemi etkilesimli tiim parcacik ve tiim termodinamik sistemler icin genellestirilebilir. Bu
calisma evrenin yapisini ve evrimini aciklamaya yonelik yapilacak diger ¢alismalar i¢in bir

kaynak olusturacak niteliktedir ve kaotik analiz yontemleriyle desteklenmektedir.
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